Chapitre 10 : fonctions de deux variables

Dans tout le chapitre, on identifie R? = {(x,y), 2 € R,y € R} avec I’ensemble des
points du plan.

I)Topologie de R?

Déf : soient A = (x4,y4) et B = (xp,yp) deux points de R2.
On appelle distance de A & B, le nombre réel noté d(A, B), défini par :

d(A,B) = /(x5 —24)2 + (yp — ya)>.

Déf : soit A un point de R? et soit 7 > 0 un réel.
On appelle disque ouvert de centre A et de rayon 7, la partie de R?, notée D, (A, 1),
définie par :

Do(A,r)={M e R* | d(A,M) <r}.

On appelle disque fermé de centre A et de rayon 7, la partie de R?, notée D i(A4,r),
définie par :
Dy(A,r)={M eR* | d(A, M) <r}.

Exercice 1
Soit E = {(z,y) € R? | 22 + y? — 2z 4 6y < 15}. Reconnaitre et représenter E.

Déf : soit U une partie de R2.

On dit que U est ouverte si pour tout point A de U, il existe un disque de centre
A strictement inclus dans U.

On dit que U est fermée si son complémentaire est ouverte.

Remarque
En pratique, une partie ouverte de R2, c’est une partie du plan dont on enléeve la
frontiere.

Exemples :

1)Tout disque ouvert est une partie ouverte de R?.

Tout disque fermé est une partie fermée de R2.

2)Tout rectangle Ja, b x ]c,d[ est une partie ouverte de R2.
Tout rectangle [a, b] x [c,d] est une partie fermée de R2.

Déf : on dit qu'une partie U de R2 est bornée si elle est incluse dans un disque de
centre O, c’est-a-dire §'il existe un réel K > 0 tel que VM € U, d(O, M) < K.

Exemples :
1)Tout disque est une partie bornée de R2.
2)Tout rectangle est une partie bornée de R?.

IT)Fonction de deux variables

Déf : on appelle fonction de deux variables toute application f : U — R, ou
U est une partie de R2.

L’ensemble {(z,y, f(z,y)) € R?, (z,y) € U} est une surface de I'espace.



Déf : soit f: U — R et soit ¢ € R.
On appelle ligne de niveau c de f, la partie de R?, notée L., définie par :

LC:{(x,y) el | f(l‘,y)ZC}

Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R? par V(x,y) € R?, f(z,y) = 2%y%.
Déterminer la ligne de niveau 1 de f.

IIT)Continuité d’une fonction de deux variables

Dans tout le paragraphe, U est une partie de R2.

Def : soit f: U — R et soit My € U.
On dit que f est continue en My si

Ve > 0,30 > 0,YM € U, d(M, M) < a = |f(M) — f(Mp)| < e.

Déf: f: U — R est continue sur U si elle est continue en tout point de U.

Déf : on dit que f : R?> — R est polynémiale si c’est une combinaison linéaire de
fonctions du type (z,y) — 'y’ o i € N et j € N.

Propriété 1

Toute fonction polynomiale est continue sur R2.

Propriété 2

La somme, la différence, la combinaison linéaire, le produit et le quotient (bien
défini) de fonctions continues sur U est continue sur U.

Propriété 3

La composée d’une fonction continue de deux variables, suivie d’une fonction conti-
nue d’une variable est une fonction continue de deux variables.

Exercice 3 .

Montrer que la fonction f : (z,y) — (2y? + 5y)e® —3¥ 1 est continue sur R2.
Exercice 4

Soit D = DQ(O, 1)

Montrer que la fonction g : (z,y) — In(1 — 22 — 3?) est continue sur D.

IV)Dérivées partielles d’ordre un

Déf : on dit que f : R2 — R admet une dérivée partielle d’ordre un par rapport a
x si pour tout y € R fixé, la fonction x — f(z,y) est dérivable sur R, sa dérivée
étant notée 0y f(x,y).

Remarque

01 f(xo,y0) = lim f(z,40) — f(a:o,yo)_

T—T0 T — xg

Déf : on dit que f : R2 — R admet une dérivée partielle d’ordre un par rapport a
y si pour tout € R fixé, la fonction y — f(x,y) est dérivable sur R, sa dérivée
étant notée 9 f (z, y).

Remarque

Do f(wo,y0) = lim f(xo,y) — f(xo,y0)
7 yTryo Y — Yo



Déf : les fonctions 0 f : (z,y) — O1f(z,y) et O2f : (x,y) — O2f (x,y) sont appelées
dérivées partielles d’ordre un de f.

Déf : on dit que f : R? — R est de classe C! sur R? si f admet des dérivées
partielles d’ordre un et si chacune de ces dérivées partielles est continue sur R2.

Propriété 4

Toute fonction polynomiale est de classe C'* sur R2.

Propriété 5

La somme, la différence, la combinaison linéaire, le produit et le quotient (bien
défini) de fonctions de classe C! sur R? est de classe C! sur R2.

Propriété 6
La composée d'une fonction de classe C! de deux variables, suivie d’une fonction
de classe C'' d’une variable est une fonction de classe C' de deux variables.

Exercice 5

Soit f : (z,y) — 22% — 523y® + 3oy — 5 + 2y + 7.

Justifier que f est de classe C' sur R? et calculer ses dérivées partielles d’ordre 1.
Exercice 6

Méme question avec f : (z,y) — (5x® + 3y?)%.

Déf : soit f : R? — R admettant des dérivées partielles d’ordre un.
On appelle gradient de f en (z,y) la matrice de #51(R), notée V f(z,y), définie

_ alf(x7 y)
pur V10 = ( 5101 )
Exercice 7
Soit f(z,y) = ze® +¥*. Calculer V f(0,0).
V)Dérivées partielles d’ordre deux

Déf @ soit f : R?2 — R admettant des dérivées partielles d’ordre un.
On dit que f admet des dérivées partielles d’ordre deux si les dérivées partielles
01 f et Oof admettent des dérivées partielles d’ordre 1, notées :

071 f =)

031 f = 0a(Onf)
0% of = 01(02f)
03 of = 02(02f)

Déf : on dit que f : R? — R est de classe C? sur R? si f admet des dérivées
partielles d’ordre deux et si chacune de ces dérivées partielles est continue sur R2.
Propriété 7

Les propriétés 4,5,6 restent vraies en remplacant C! par C?.

Exercice 8

Soit f la fonction définie sur R? par V(z,y) € R?, f(x,y) = 4a3y?+222y>+52—3y.
Justifier que f est C? sur R?, puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

Théoréme 1 (Schwarz)
Si f est de classe C* sur R?, alors on a V(z,y) € R?, 87, f(x,y) = 95, f(z,y).



Déf : soit f: R? — R admettant des dérivées partielles d’ordre deux.
On appelle matrice hessienne de f en (z,y) la matrice de .#(R), notée V2 f(z,vy),

définie par :
_( Biflay) Baf(zy)
v = ( gl e )

V' Si f est C? sur R?, alors V2 f(x,y) est symétrique (Schwarz).

VI)Extrémum

Déf : soit U une partie de R? et (x9,%0) un point de U.
On dit que f : U — R admet un maximum local (ou relatif) en (zq, yo) s’il existe
un disque D inclus dans U centré en (xq,yo) tel que

V(m,y) € D> f(ac,y) S f(330>y0)~

On dit que ce maximum est global (ou absolu) si

V(a:,y) € U’ f(xvy) < f('ranO)'

Déf : soit U une partie de R? et (x9,%0) un point de U.
On dit que f : U — R admet un minimum local (ou relatif) en (zo,yo) s’il existe
un disque D inclus dans U centré en (xq,yo) tel que

V(m,y) € D7 f(aj,y) Z f(3307y0)~

On dit que ce minimum est global (ou absolu) si

V(z,y) € Uv f(xvy) 2 f(fﬂovyo)-

Propriété 8

Soit U une partie de R? et soit f : U — R une fonction continue.

Si U est fermée et bornée, alors f admet un minimum global et un maximum
global sur U.

Exercice 9

Justifier que la fonction f définie sur U = [0,1] x [0,1] par f(x,y) = 23y®> +x +y
admet un maximum global et un minimum global sur U.

Déf : soit f : R?2 — R admettant des dérivées partielles d’ordre un en (zg, yo).
On dit que (z0,yp) est un point critique de f si Vf(xo,yo) = 0, c’est-a-dire si
01f(x0,y0) = 0 et D2 f(x0,y0) = 0.

Théoréme 2 (condition nécessaire d’extrémum)

Soit U une partie ouverte de R? et soit f : U — R une fonction C' sur U.

Si f admet un extrémum (local ou global) en un point (zg,yo) de U, alors (xg, yo)
est un point critique de f.

Remarque

La réciproque est fausse, il peut exister des points critiques (zo,yo) de f qui ne
sont pas des extrémas de f. On les appelle < points selle >.



Théoréme 3 (condition suffisante d’extrémum local)

Soit U une partie ouverte de R? et soit f : U — R une fonction C? sur U.

Soit (zg,y0) € U un point critique de f.

— Si les valeurs propres de V2 f(xq,yo) sont strictement positives, alors f admet
un minimum local en (g, yop)-

— Si les valeurs propres de V2 f(zg,%0) sont strictement négatives, alors f admet
un maximum local en (zg, yo).

— Si les valeurs propres de V2f(xg,%0) sont non-nulles et de signes contraires,
alors f n’admet pas d’extrémum local en (zg, yp). C’est un < point selle ».

— Si I'une des valeurs propres de V2 f(zo, o) est nulle, on ne peut pas conclure.
C’est un < point dégénéré .

Exercice 10
Soit f la fonction définie sur R? par

V(z,y) € R?, f(z,y) = 2° + 2wy + 2y° + 2.

1)Montrer que f admet un unique extrémum local et préciser sa nature.
2)a)Montrer que V(z,y) € R?, f(z,y) = (x +y)? + vy + 2y*.
b)Le point (0,0) est-il un extrémum global de f 7

Exercice 11
Soit f la fonction définie sur R? par

V(z,y) € R?, f(z,y) = 2® + 22 + 2 — o>

Etudier si f admet des extrémas locaux.



