Exercice 1 (ecricome 2005)

Partie I :

1)Le discriminant vaut : A = ¢*+4pq > 0. Donc I'équation f (z) = 0 possede
deux racines distinctes r; et r9 données par :

g - VA _q+vVA

ry = 5 et Ty 5 (avec 11 < r3).
On déduit :
g-vA q+VA
1+ 719 = + =q
2 2
g-vVA g+VA qQ—A
riry = 5 X5 == = ¢

2

2)f(1)=1-q-pg=p-pg=p(l-q)=p,

2
f(=1)=1+qg-pg=1+q(1-p)=1+q,
f(0) = —pq.
3)f est continue sur [0,1]. De plus f(0) et f(1) sont de signes contraires.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule sur ]0, 1.
De méme, comme f(—1) et f(0) sont de signes contraires, f s’annule sur
1-1,0[.
Comme f s’annule exactement deux fois en 71 et ry (avec r; < 79), cela
entraine que m € ]-1,0[ et o € ]0, 1[.

On a donc |ra| = ry < 1.

De plus, |ra| = |r1]| =9 = (=r1) =711 + r9 = ¢ > 0. Donc |rq| < |rs].
Partie 11 :

Pour cette partie, on notera pour tout k € N* :

P, =<« on fait pile au k-iéme lancer » et Fj, =<« on fait face au k-iéme
lancer .

Day = P(P1 N Py)
= P(P,)P(P,) par indépendance
2
a2=P(F1r1P2r1P3)
= P(F,)P(P,)P(P3) par indépendance

2
=p q
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a3=P((P10F20P30P4)U(F10F20P30P4))
=P(PPNFNP;nP)+ P(FinF,n P3N Py) par incompatibilité
= P(P,)P(Fy)P(P;)P(Py) + P(F,)P(Fy)P(P3)P(P;) par indépendance
3 2 2
=pqg+pyq
2
=pq(p+q)
2
=pq
2)e (Fy, Py N Fy, Py N Py) est un systéme complet d’événements car ils sont
incompatibles deux a deux et leur réunion fait I'univers.
On adonc Ayyp = (F1NAp2) V(PN N Ayp) U (PN PanAyyy)
=(F1NnA,p)U(PiNnFnAyg)uU (A0 ALs).
Les événements (A,,),en* sont incompatibles deux a deux.
Comme n+2>1,onadonc A; N A9 = 2.
Donc Apyo = (F1 N Ap) U (PLNFyn Apyo).
On déduit par incompatibilité :
P(An4) = P(Fi N Apyo) + P(PLNFy N Apys).
Puis, P(A,42) = P(F1) P, (Aps2) + P(PL 0 F2)Ppiar, (Aps2) (%)
e Déterminons chacune des probabilités ci-dessus :
P(Fy) = q.
P(Py N Fy) = pg.
Calculons Pp, (Ay+2). Supposons Fj réalisé.
Pour réaliser A,,49, il reste n+ 1 lancers a effectuer ou il faut obtenir pour la

premiere fois deux piles consécutifs aux dernier lancer et a ’avant-dernier
lancer.

Donc PFl(An+2) = P(An+1)

Calculons Pp np, (An+2). Supposons P; N F réalisé.

Pour réaliser A,,,o, il reste n lancers a effectuer ou il faut obtenir pour la
premiere fois deux piles consécutifs aux dernier lancer et a ’avant-dernier
lancer.

Donc PPlan(An+2) = P(A,).

En reportant ces probabilités dans (*), on obtient :

P(A,42) = qP(A,41) + pgP(A,), c’est-a-dire :

Vn € N, ap42 — qan+1 — pga, = 0.
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3)Programme

def suite(n,p,q):

u=0

V=p**2

for k in range(2,n+1):
w=q*v+p*q*u
u=v
V=W

return w

ou plus simplement, a ’aide d’affectations paralleéles :

def suite(n,p,q):
u=0
V=p**2
for k in range(2,n+1):
(u,v)=(v,g*v+p*q*u)
return v

4)La suite (a,)nen est linéaire d’ordre deux. Son équation caractéristique
est : 7 — gx — pg = 0 dont les solutions sont rq et ra.

D’apres le cours, il existe des réels ¢ et d telles que ¥Yn € N, a,, = cry +drs.

Les données ag = 1 et a; = p2 menent au systéme :
c+d=0
cry + drg = p2

c=—d
—d?”1+d7“2 :p2

eo__D
Cora-n
p2
d= rg—T
p2
En reportant les valeurs de c et d, on déduit: Y¥n € N, a,, = ——— (7“; - r?)

g —T1

5)Comme =1 <7 <0et0<ry<l,ona: lim r'= lim ry =0,

n—+0oo n—+00
d’ou 1_1)120oo a, =0, ce qui ne permet pas d’avoir un équivalent de a,, !
n
L’idée est d’utiliser que |ri| < |ra].
ry — 11 ri\" 71 \"
. 2 ~T1 . .
lim — = lim (1 - (—) ) =1car lim (—) =0
n—+oo Ty n—+00 T2 n—+oo \ 72
. 1 |74
du fait que <O|— = — <1.
T2l |yl
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Donc ry = r{ ~ ro.
2 15 T2

p2rn

2

On conclut que a,, ~ .
1 ™ 4oo T2 — T

Partie III :

T+ T —7’17’2 An+1
a"fl

Ty + T9)Ap41 — T1720y, )
An+1

) grace a I)1)

An+1

Qp+2 )
Ap+1

=
(
( qan+1 + pqay,
-

. ry —rir re —rr
2)Les matrices A —r[ = 2 2 ) et A=rol = L 172 ont un
1 -7 1 —T9
déterminant nul.
Donc elles ne sont pas inversibles.

3)La question précédente montre que r; et ro sont des valeurs propres de
A.
Elles sont distinctes et A € .Z5(R). Donc A est diagonalisable.

4)Le déterminant de P vaut : r; — 79 # 0 donc P est inversible. On cherche
son inverse par la méthode de Gauss.

T T 1 0 -Ll

1 1 0 1) Ly

T T2 1 0 ld

0 To —T1 1 -1 L2<—L1—7"1L2

( ri(re —11) 0 )( =71 T172 ) Ly « (rg = r1)Ly — 1oL

0 o — 71 1 - L2
1 (] 1
- Ly « ———L
10 To—T1 T2—TN ! ri(ry —71) '
01 1 . n
Ty — 11 To — 11 Ly <7 —ry 2
-1 _ 1 -1 )
Donc P = =T 1 =y )
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-1 9 TT+Tre =TT T To
JR— 1 0 11
—ry mMra T
) —Tr17r9 1 1

|
( 2

1 (—r1+rlr2 0 )
<

2
0 ry — T

ri(rg = 11) 0 )
0 ro(rey —11)

6)Soit 2(n) la proposition : « X,, = PD" P X ».

2(0) s'éerit + « Xg = PD°P' Xy », ce qui est vrai car PD°P7' = 1.
Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Montrons que &(n + 1) est vraie.
Xnt1 = AX,

= APD"P X, par hypothése de récurrence
= PDP'PD"P'X,
=pPD""' P X,.

Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Yn € N, X, = PD”P_IXO.

7)PDnP_1— Ty T9 qu 0 1 -1 7y
L1 1 0 ry Jr2a—7T1\ 1 -1

1 7{”1 TSH -1 r
ro=T1\ ' ry 1 -

1 n+1 n+l1 n+1 n+1
( T -7 2T — 7Ty )

Ty 7"3 - 7“? 7“27“711 - rlrg
ay 2
De plus, X, = =[P
agp 0

On déduit :
X, = PD"P'X,

1 n+1 n+1 n+1l n+1l 2
_ ro —TnN Tory  — 71Ty p
- n n n n

rg—T1 ry — 711 Tory — 179 0

1 p2 (r;z+1 _ T71'L+1)
o —T1 2 :

p(ry —17)
2
p

Comme X,, = ( Gn+1 ), on obtient en identifiant : a,, = P

Qn

(ry —7r7).
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Partie IV :

n=1
2 +00
— p (Tn __Tn)
o — T 2 1
n=1
p2 +00
= (rg—r?) car le terme d’indice 0 est nul
ro—n
n=0
p2 +00 +00
_ n n
_7“2—7“1< 2 ZT1>
n=0 n=0
oy 11
_7'2_7'1 1-7’2 1—7'1
2
__D (1-r)=(1~-79)
Ty —7T1 (1=r)(1=mry)
2
_ p
(1=r)(1=ry)
2
_ b
1- (Tl + TQ) + rreo
2
R
1-qg-pq
=1.

2
car l-qg-pg=p-pg=p(l-q)=p".

o n n s - s s
V' Les séries Z ry et Z r9 sont des séries géométriques conver-
nz0 n=0
gentes car || < 1 et |ry < 1].
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2)T admet une espérance si la série Z nP(T = n) est absolument conver-
nz2

gente.

Les termes de cette série étant positifs, on est ramené a montrer la conver-

gence simple.

Pour tout entier n = 2, on a :
2 2
n—1 n—1 p n—1 p n—1
) -7 = nro - nry
7“2 - ro—n

nP(T =n) = na,-1 = U

- n—1 n—1 s,
Les séries nry et nry ~ sont convergentes car ce sont des séries
nz2 nz2
dérivées premicres dont le parametre est dans ]-1,1[.

Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série Z nP(T = n)

nx2
converge. Donc T' admet une espérance donnée par :
+00
E(T) = Z nP(T =
n=2
+00
= nry - — nr !
(] —’I"l 2 = 1
+00
n-1
= —— nry~ L nry +1)
"2 7"1 (n 1 n=1
()
_T2_T1 (1—7“2 1—7'1)2
2
_ X(l_rl) )
T2_r1 (1-71)%(1 =)
_ p o ((1=r) = (1=r2))((1=71) + (1 =73))
"27 (1=r1)*(1 =rp)?
7 XM(Q—(TH‘@))
- 2
BT (L= r)(1-12))
2
p(2-4q) 2 .
= p—4 car (1 —r1)(1=1ry) = p” voir IV)1)
_2-4
=7
_1+p B
=— carqg=1-p
p

Nicolas DAMIEN - correction CB ecricome - page 7/ 17



Exercice 2 (ecricome 2023)

la)x = e2 est dérivable sur ]0, +oo[ par composée de fonctions dérivables.
x + /T est dérivable sur ]0, +oo[ et ne s’annule pas sur ]0, +00[.
Par quotient, f est dérivable sur ]0, +oo[.
N et il Vet BB O S
V>0, f(x)= = 5 == X ——
(vz)* x v Vo
e2 a; -1 x-1 y e
w T m
I r—1
Donc Vz >0, f(z) = 5 f(x).

NI

b)Vz >0, f(z) >0 et 2z >0 donc f'(z) est du signe de z — 1.

x 0 1 + 00
() - 0 +
+00 +00
/() T, —
(&

x z
o lim 5 =0c¢et hme = 1, par composée, lim e2 =1,

a—0* 2 -0 20+
lim z =0,
z—0%*
Par quotient, lim f(z) = +o0o0.
z—0%*

1
25!3

o Jm flz) = lim 12

c)

= +00 par croissances comparées.

[

Q

i

[N}

N\

H=
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d)Soit n 2 2 un entier.

e f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur 0, 1[. Elle
réalise donc une bijection de ]0,1[ sur ]61/2
Comme e < 4, on a e'’? < 2 done n 6]61/2, +00].

n admet alors un unique antécédent u,, par f dans ]0,1[.
Ainsi, I’équation f(x) = n admet une unique solution u,, sur ]0, 1[.

, +00[.

e En appliquant de méme le théoréme de bijection sur ]1,+o00[ ou f est
continue et strictement croissante, on montre que ’équation f(z) = n ad-
met une unique solution v,, sur ]1, +oo[.

e On aenfin f(1) = e % .

On conclut que 1’équation f(x) = n admet exactement deux solutions u,,
et v, avec 0 < u, < 1etuv, >1.

2)a)Par construction de la suite (v,,);»2, on a ¥n = 2, f(v,) = n et donc
également f(v,41) =n+ 1.

Comme n+1=n,onadonc Vn =2, f(v,41) = f(v,).

Comme f est strictement croissante sur [1,+oo[ et que v, et v,4; sont
dans [1,+00[, on a donc Vn = 2, v,11 = v,.

Donc la suite (v, )ps=2 est croissante.

b)Comme (v, ),s2 est croissante, elle admet une limite quand n — +oo.
Cette limite peut étre un réel L ou valoir +00.

Supposons que cette limite vaut L € R.

Comme Vn = 2, v, >1,0on a L 21 par passage a la limite.
Par continuité de f en L, on a alors : lilr+nc>o f(v,) = f(L).
n—

m n = +00.

Cependant, comme f(v,) =n, on a aussi : lim f(v,) = 1
n—+0o n—+oo

Ce qui meéne a une contradiction.

On conclut que lim v, = +00.
n—+00

3)a)C’est le méme raisonnement qu’en 2)a).
Par construction de la suite (u,)ps2, on a ¥n > 2, f(u,) = n et donc
également f (u,41) =n+ 1.

Comme n+1=n,on adonc Vn =2, f(ups1) = f(uy,).

Comme f est strictement décroissante sur [0, 1] et que u,, et u,41 sont dans
[0,1], on a donc Vn = 2, upe1 < Uy.

Donc la suite (uy,),s2 est décroissante.

b)(uy, )ns2 est décroissante et minorée (par 0) donc convergente vers une
certaine limite [, d’apres le théoreme de la limite monotone.

¢)Comme ¥n =2, 0 <wu, <1, on a par passage a la limite : 0 <[ < 1.
Supposons que [ €]0, 1].
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Par continuité de f en [, on a alors : 1111100 fluy) = f(1).

Cependant, comme f(u,) =n, on a aussi : lim f(u,)= lim n = +oo.
n—+00 n—+00
Ce qui mene a une contradiction. Donc [ = 0.

Ainsi, lim wu, = 0.
n—+oo

d)e Pour tout n =2, on a: f(u,) =n <

. 2 . u
Donc lim n’u, lim e ™.
n—+00 n—+00

. . X 2, . u
Comme lim wu, =0 et que lime” =1, on a par composée : lim e " = 1.
n—+00 z—0 n—+00

. 2
Donc lim n’u, =1.
n—+0oo
.. . v . . Up,
e La limite ci-dessus peut s’écrire sous la forme : lim — =1.
n—+00 _—

n2

Donc u,, ~ —.
+00 1

4)a)
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L’intervalle [a,b] qu’on construit a chaque étape doit toujours contenir u,,.
esi f(c)<n = f(u,), on ac > u, par décroissance de f.
u, est & gauche de ¢, on rétrécit alors 'intervalle [a,b] en prenant b = c.

e si f(c) >n = f(u,), on a c < u, par décroissance de f.

u, est a droite de ¢, on rétrécit alors I'intervalle [a,b] en prenant a = c.

On continue cette construction tant que ’écart entre a et b est supérieur a

eps = e.

Au moment ou cet écart est inférieur a eps = €, on sort de la boucle.

a+b
2

et u, sont alors dans un intervalle [a, b] dont la longueur est b—a < e.

a+b
2

On est donc str que est une valeur approchée de u,, a € prés.

import numpy as np
def approx_u(n,eps):
a=0
b=1
while b-a>eps:
c=(a+b)/2
if np.exp(c/2)/np.sqrt(c)<n:
b=c
else:
a=c
return (at+b)/2

b)programme :

def sp(N,eps):
s=0
for n in range(2,N+1):
s=s+approx_u(n,eps/(N-1))

return s
Explications :
€
Pour tout n € [2, N], notons a,, la valeur approchée de u,, a o1 pres
donnée par approx u(n,eps/(N-1)).
€ €
On a alors Vn € [2, N], a, — N o S Un S0t o
En sommant ces inégalités pour n € [2, N], on a :
N N N
Zan—es Zuns Zan+e.
n=2 n=2 n=2
N N
Ceci prouve que Z a, est une valeur approchée de Z Uy, & € PTres.
n=2 n=2
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Exercice 3 (ecricome 2024)

Partie I

1)a)M est symétrique donc diagonalisable.
1 11 3 3 3
DM+IT=|1 1 1 | puis(M+I)’=|3 3 3
1 11 3 3 3

On constate que (M + 1)2 = 3(M + I), ce qui en développant donne :
M?+2M + I = 3M + 31, soit M> — M —2I = 0.

Posons P(X)=X*-X-2.0Ona:P(M) =M -M-2] =0.

Donc P est un polynéme annulateur de M.

c)e D’apres le cours, sp(M) C {racines de P}.

Les racines de P sont —1 et 2. Donc sp(M) C {-1,2}.

Les seules valeurs propres possibles de M sont donc —1 et 2.

8

e E_{(M)={U € #:(R) | (M+I)U=0}. Posons U = | y

z
111 x 0
M+ U=0=| 1 1 1 y |=| 0 |=z+y+2=0
111 z 0
= r=-y-—2z
x —y—z
Donc E_j(M)=1]| y | |z=-y-2[= Y ,(y.2) € R?.
z z
-1 -1 -1 -1
=4yl 1 |+z] 0 [, (y,2) e R*} = Vect 1 {,] 0O
0 1 0 1
E_i(M) n’est pas nul donc —1 est valeur propre de M.
-1 -1
De plus, 1 |,] O est une famille génératrice de F_{(M).
0 1
Elle est libre (vecteurs non colinéaires). C’est donc une base de E_q(M).
x
o BEy(M)={Ue€ .#;;:(R) | (M —-2I)U =0}. Posons U = | y
z
-2 1 1 x 0
(M-2IU=0e=| 1 -2 1 y |=]0
1 1 =2 z 0

2r+y+z=0 I,
= r—2y+2=0 Ly
r+y—22=0 Lg
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—2x+y+z=0 Ly
— -3y+32=0 Lo« L1+ 2Ly
3y—32=0 Ly« Ly +2L4
{x=z
=
y==z
x z
Donc Ey(M) = y | |lz=y=zp= z |,z € Rt
z z
1 1
=4zl 1 [,z€ R} = Vect 1
1 1

E5(M) n’est pas nul donc 2 est valeur propre de M.
1

De plus, 1 est une famille génératrice de Fo(M).
1

Elle est libre (un seul vecteur non nul). C’est donc une base de Eo(M).
d)On effectue la méthode de Gauss.
1 1 1 1 0 0\ Ly

-1 0 1 01 0| Ly
0 -1 1 0 0 1/ Ls
1 1 1 100 Ly
0 1 2 1 1 0| Ly« L1+ Ly
0 -1 1 0 01 L3
111 100 Ly
01 2 1 10 Lo
0 0 3 1 1 1 L3 — Ly + L3
3 3 0 2 -1 -1 Ll — 3L1 - L3
0 3 0 1 1 -2 L2 — 3L2 - 2L3
0 0 3 1 1 1 L3 — Ly + L3
300\(1 -2 1\ Li«Li-Ly
0 3 0 1 1 =2 Ly
0 0 3 1 1 1 Lg
100 1 1 -2 1 Ly « Ly/3
0 01 1 1 1 Ly « L3/3
P l
Remarque
1 1 -2 1
On pouvait aussi calculer P§ 1 1 =2 |et vérifier que ¢a fait I.
1 1 1
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1 -2 1 01 1 1 1 1
e)D =P~ MP—— 1 1 —2 1 01 -1 0 1
1 1 1 0 0o -1 1
1 1 -1 -1 2 1 -3 0 0
=3 1 1 0o 2 =3 0 -3 0
1 0 1 2 0 6
-1 0 0
Donc D = 0 -1 0
0 2

f)Remarquons tout d’abord que D = P'MP e M=pPDP™!

Soit 2(k) la proposition : « M* = PD*P7!

2(0) s’écrit @ « M°=pp’p! », ce qui est vrai puisque MY=p"=1.
Soit k € N. Supposons que Z(k) est vraie. Montrons que Z(k + 1) est

vraie.
Mk+1 - Mk:M

= PD"P'PDP™" par HR

- pD*pP™!

_ PDk:+1P—1

Donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que Yk € N, M* = ppFp™!

g)Soit k € N.

L'égalité M" = aj M + biI donne : PD*P™! =, PDP™' + b, PIP™*
Cest-a-dire, PD*P™" = P(a,D + b, I) P~

Puis, en multipliant & droite par P et a gauche par pl.pk= apD + bi1.
Il reste alors a calculer les deux membres :

1 0 o\ [(DF o o
D= 0 -1 0| =] o (-0 o
0 0 2 0 o 2
-1 0 0 100 —ay, + by 0 0
aprD+biI = ay 0 -1 0 |+b,| O 1 0 |= 0 —ay, + b 0
0 0 2 001 0 0 2ax + by,

—ap + b = (-1)F

En identifiant : k
2ay, + by =2

A

Ce qui mene a :
2(-1)" + 2F
b= =g
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2)a)On remarque tout d’abord que :
1 . . .1 | | no. . .mn

JE=| .o = =y,
1 . . .1 | | n . . . n

Puis, on fait une récurrence.

Soit (k) la proposition : « TP =g, s

2(1) sécrit : « J, = n"J, », ce qui est vrai.

Soit k € N*. Supposons Z(k) vraie. Montrons que Z(k + 1) est vraie.

Jet o gk g
= (nk_ljn)Jn par HR
= nflp

nk_l(an) d’apres la remarque préliminaire
= nkJn.

Donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que Yk € N*, Js =n

b)On a clairement : M, = J, — I,,.

¢)Soit k € N*.

Comme J,, et —I,, commutent, la formule du binéme s’applique et donne :

MY =(J,-1,)"

k-1
I

i=0
_(S)Jﬂ—LJk+§;(f)Jﬂ—@fﬂ
=(—1f7ﬁ4—§i( f)yf‘iuc—nlel d’apres 2)a)
=1
k
:pn%ﬁ(;(fyf%qfﬁﬁlwwmm@
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d)On part de 'expression de c.

cp = i ( ]: )nin_l(—l)k_i
k

e)Pour une matrice M quelconque de .#,(R.), notons [M]. ., le coefficient

situé sur la ligne ¢ et la colonne j de M.

ij’
Utilisons 'expression trouvée en 2)c) et distinguons deux cas :
® %

k k k
[My],; = ekl Jnly; + (F1)" [l = e x 1+ (=1)" % 0 = ¢
® =j

k k k k
[ M1, = culJnly + (1) L], = e x 1+ (=1)" x 1= ¢ + (-1)".

Partie 11

3)Graphes Ko, K3, K et K5 :

%
ay
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4)a)Le coefficient situé sur la i-éme ligne et j-éme colonne de la matrice
d’adjacence de K, correspond au nombre d’arétes joignant le sommet ¢ au
sommet j.
Le graphe K,, étant complet et simple, il y a :
— une et une seule aréte joignant le sommet ¢ au sommet j, lorsque i # 7,
— aucune aréte joignant le sommet ¢ au sommet 3.
Ainsi, la matrice d’adjacence de K,, est M,,.
b)Dans le graphe K4, le nombre de chaines de longueur 4 allant du sommet
1 a lui-méme est égal a :
|:Mf:|1 | =ca+ (—1)4 d’apres 2)e)
4 5
4-1) + (-1
= ( )4 (=1 +(—1)4 d’apres 2)d)
81 -1

=—0+ 1

= 21.
5)Le degré d’'un sommet de K,, est égale au nombre d’arétes issues de ce
sommet. Il vaut n — 1 puisque ce sommet possede n — 1 sommets adjacents
et que K, est complet.

6)Notons S I’ensemble des sommets de K.
D’apres le lemme des poignées de mains, le nombre d’arétes de K, vaut :

% Zdeg(s) = %Z(n— 1) = n(nT—l)
i=1

seS
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