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Exercice 1

On considère la fonction f dé�nie sur ]0, 1[ par :

f : x 7→ ln(1− x)

ln(x)

Partie A : Étude de la fonction f

1. Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ et que l'on a :

∀x ∈ ]0, 1[, f ′(x) =
−x ln(x)− (1− x) ln(1− x)

x (1− x)
(
ln(x)

)2
2. a) Justi�er : ∀t ∈ ]0, 1[, t ln(t) < 0

b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur ]0, 1[.

3. a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f ′(0).

4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ?

5. Tracer l'allure de la courbe représentative de f dans un repère orthonormé, en faisant �gurer la
tangente en 0 et les éléments qui vous paraissent utiles.

Partie B : Étude d'une suite

On note, pour tout n de N∗, (En) l'équation : xn + x− 1 = 0.

6. Soit n ∈ N∗. Étudier les variations sur R+ de la fonction h : x 7→ xn + x− 1.
En déduire que (En) admet une unique solution sur R+ que l'on note un.

7. Montrer que, pour tout n de N∗, un appartient à l'intervalle ]0, 1[.

8. Déterminer u1 et u2.

9. a) Recopier et compléter la fonction Python suivante prenant en argument un entier n de N∗, et
renvoyant une valeur approchée de un à 10−3 près, obtenue à l'aide de la méthode par dichotomie.
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def valeur_approchee(n):

a=0

b=1

while ............. :

c=(a+b)/2

if c**n+c-1>0:

.....

else:

.....

return .....

b) On représente alors les premiers termes de la suite (un)n∈N∗ et on obtient le graphe suivant.
Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (un)n∈N∗ concernant sa monotonie, sa convergence
et son éventuelle limite ?

10. a) Montrer, pour tout n de N∗ : f(un) = n.

b) En déduire que la suite (un)n∈N∗ est croissante.

c) Montrer que la suite (un)n∈N∗ converge et préciser sa limite.

Partie C : Étude d'une fonction de deux variables

On considère la fonction F de classe C2 sur l'ouvert ]0,+∞[×]0,+∞[ dé�nie par :

F : (x, y) 7→ x2 y + x2 − y2

2
− 2x

11. a) Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 de F en tout point (x, y) de ]0,+∞[2.

b) Montrer que F admet
(
u3, (u3)

2
)
comme unique point critique, où le réel u3 est l'unique solution

sur R+ de l'équation (E3) dé�nie dans la partie B.
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12. a) Écrire la matrice hessienne, notée H, de la fonction F au point
(
u3, (u3)

2
)
.

b) Montrer que H admet deux valeurs propres distinctes, notées λ1 et λ2, véri�ant :

λ1 λ2 = −6(u3)
2 − 2

13. La fonction F présente-t-elle des extrema locaux sur ]0,+∞[2 ?
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EXERCICE 2

On considère les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

A =

 1 1 1
0 0 −1
−2 −2 −1

 , B =

 2 1 1
−3 −2 −1
1 1 0

 , D =

0 0 0
0 −1 0
0 0 1


Partie I : Réduction simultanée de A et B

1. Question modifiée par rapport au sujet original.

Calculer A3. Vérifier que A3 = A, puis en déduire les valeurs propres possibles de A.

2. Déterminer les valeurs propres et une base de chaque sous-espace propre de A.

3. En déduire une matrice carrée P d’ordre trois, inversible, de deuxième ligne (−1 1 1),
telle que A = P D P−1.

Calculer P−1.

4. Calculer la matrice C = P−1B P et vérifier que C est diagonale.

Partie II : Étude d’un endomorphisme d’un espace de matrices

On note E = M3(R) et on considère l’application f : E → E définie par :

∀M ∈ E, f (M) = AM −MB.

1. Donner la dimension de E.

2. Vérifier que f est un endomorphisme de E.

3. Soit M ∈ E. On note N = P−1M P , où P est définie en I.2.

a) Montrer : M ∈ ker f ⇐⇒ DN = NC.

b) Déterminer les matrices N carrées d’ordre trois telles que : DN = NC.

c) Montrer que l’ensemble des matrices N carrées d’ordre trois telles que DN = NC est un
espace vectoriel, et en déterminer une base et la dimension.

4. a) En déduire la dimension de ker f , puis la dimension de Imf .

b) Donner un élément non nul de ker f et un élément non nul de Imf.

Partie III : Étude d’un système différentiel (partie rajoutée)

On considère le système différentiel (S) :


x′ = x+ y + z
y′ = −z
z′ = −2x− 2y − z

où x, y et z sont des fonctions inconnues de la variable t.

1. Ecrire (S) sous forme matricielle.

2. Résoudre (S).

3. Soit (x, y, z) une solution de (S). Vérifier que t 7→ et
(
x(t) + y(t) + z(t)

)
est constante.

4. Déterminer les points d’équilibre de (S).

5. Montrer que toute trajectoire convergente de (S) converge vers un point d’équilibre.
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