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Exercice 1

On considére la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par :

4+ (1—z)In(l—2z) siz<l1
Vo € ] —o00,1], go(m)—{

1 siz=1
Partie A : Etude de la fonction ¢
1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1].

2. a) Justifier que ¢ est de classe C! sur | — oo, 1] et calculer, pour tout = € | — oo, 1[, ¢'(x).
b) En déduire les variations de ¢ sur | — oo, 1].

¢) La fonction ¢ est-elle dérivable en 17
3. Calculer la limite de ¢ en —o0.

4. Tracer allure de la courbe représentative de ¢ en soignant le tracé aux voisinages de 0 et 1.

1
5. a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que / t In(t) dt converge et la calculer.
0
! 1
b) A l'aide d’un changement de variable, en déduire que / o(x) dx converge et vaut 1
0

Partie B : Etude de deux séries
Soit x un réel appartenant a [0, 1].

1 n—1
6. a) Veérifier, pour tout n de N* et tout ¢ de [0, z] : T3~ Stk = T3
— = —

n ok T gyn
b) En déduire, pour tout n de N* : —In(1 — z) — - = / dt.
k=1 0

A
1—t = (n+1)(1—-2)

xX
7. Montrer, pour tout n de N* : 0 < /
0

n

x
t
En déduire la limite de / ]
0

; dt lorsque 'entier n tend vers +oc.

xn +o0 mn
8. Montrer alors que la série > — converge et que 'ona: >, — = —In(l —x).
n>1 n=1 N
. a b

9. a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vn e N*, —— = — + .

n(n+1) n n+l

xn+1 +00 anrl

b) En déduire que la série converge et que 'on a: ) ] = ().

ns1n(n+1) =inn+1

+o0 1
10. Montrer que la série ——  converge et que 'on a encore : — = 1).
gln(n—i— ) & ngln(n—i—l) (1)




Exercice 2

Pour toute matrice M € M,,(R), on note "M sa transposée et on rappelle que la transposition
est une application linéaire.
On dit qu'une matrice M de M, (R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie ‘M = —M et on note
7, (R) Tcnsemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que 47,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

On considére une matrice A fixée de M,,(R) et 'application f qui & toute matrice M de A, (R)

associe :
f(M) = (tA) M+ MA

2. (a) Soit M une matrice de .«7,(R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.
(b) En déduire que f est un endomorphisme de 7, (R).

0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n = 3 et on choisit A= 0 —1 0
0 0 0
3. On considére les quatre matrices :
0 10 0 01 0 0 0 100
J=1 -1 0 0 |, K= 0O 00 ])],L=10 0 1 |Jetl=]10120
0 00 -1 0 0 0 -1 0 0 01

(a) Montrer que la famille Z = (J, K, L) est une famille génératrice de <7;(R).
(b) Montrer que £ est une famille libre et en déduire la dimension de <4(R).
4. (a) Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L
seulement. Les calculs devront figurer sur la copie.
(b) En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de 2.
(c) Déterminer la dimension de Ker(f) puis en donner une base.
5. Questions 5)b) et 5)c) modifiées par rapport au sujet original.

(a) Ecrire la matrice F de f dans la base B.
On vérifiera que ses coefficients sont tous dans {—1;0}.

(b) En déduire les valeurs propres de F.

(c) Determiner le rang de F' et le rang de F' + I. La matrice F' est-elle diagonalisable ?
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