Correction DM6

Exercice 1
1)a) f est dérivable sur [0, +0o[ comme produit de fonctions dérivables.

Yz 20, f(z)=(1+z)e” >0 donc f est strictement croissante sur [0, +00[.
De plus, f est continue (car dérivable) sur [0, +oo[.

D’aprés le théoréme de bijection, f est donc une bijection de [0, +0o[ sur £([0, +0o[)
- | i 70, tm ()| = [0, +eoL

b)1 € [0, +oo[ (arrivée) admet donc un unique antécédent o € [0, +0o[ (départ).
Ainsi, il existe un unique réel a = 0 tel que f(a) = 1, c’est-a-dire ae™ = 1.

2)Soit L (n) la proposition : « U,, existe et U,, 2 0 ».

Z(0) s’écrit : « Uy existe et Uy = 0 », c’est vrai car U, existe et vaut o = 0.

Soit n € N. Supposons Z(n) vraie, montrons que Z(n + 1) est vraie.

Par hypothése de récurrence, U,, = 0 donc §Un > 0.

_ (1
Mais comme f ! est définie sur [0, +00[, on conclut que U, = f ! (§Un) existe.
Enfin, U,,; 2 0 car f~" est a valeurs dans [0, +0o[ . Donc 2(n + 1) est vraie.

Par ’axiome de récurrence, on conclut que Yn € N, U,, existe et U,, = 0.

11 1 1
3)Une1 = f7 (—Un) = [ (Unn) = 5Un = U, eV = =0,

2 2
1 -U +1
- Un+1 = §Une .
e_Sn
4)Soit Z(n) la proposition : « U, = 5 >

2(0) s'écrit : « Uy = e 0

_ _ _ 1
Or, e Sozemlo o2 = d’aprés la question 1)b) et a = Uy.
Donc Z(0) est vraie.

Soit m € N. Supposons &(n) vraie, montrons que Z(n + 1) est vraie.

».

1 _
Un+1 = §Une U

-5,
— 1 € “Un+1 A
=5 gn ¢ par hyp. de récurrence

(Sn+Uns+1)

o
2n+1

e~

2n+1 :

Donc Z(n + 1) est vraie.

e 5n

2n

Par ’axiome de récurrence, on conclut que Yn € N, U,, =
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5)Vn € N,VYk € [0,n],U; = 0 donc S,, = 0.
On déduit pour tout n € N :

-5,
-5, =0, puis e <1et 62—n < o
1 1
Ainsi, Vn e N, U, < o et méme 0 < U, < o

1
lim = = 0. D’aprés la propriété des gendarmes, lim U, = 0.
n—+oo 2 n—+0o

1 1 1 1\"
6)La série Z o est une série géométrique de parameétre 5 puisque o = (—) .
nz0

Elle converge puisque son paramétre est dans ]—1, 1.

1
De plus, Yn €N, U, < = .

n = 2TL
ranres le crite . los séries A itifs. la séri
D’aprés le critére de comparaison sur les séries & termes positifs, la série U,

nz0
converge.
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Exercice 2
1

1)Effectuons une intégration par parties dans I = j 1In(1 + z)dx en posant :
0

Fe)=1  glx)=In(1+a)
fe)=e  gla)= e

f et g sont de classe C" sur [0,1] donc U'IPP est licite et donne :

1 1

L 1ln(1 + z)dz = [z 1In(1 + z)], Jo 1+xd$,
Lo

c’est-a-dire Iy = In2 — L T xd:c (%)

L X 1 1 1
De plus, fo 1+xda:=fo (1— 1+m)dm=[x—ln(1+x) p=1-In2.

En reportant dans (*), on obtient : Iy = 2In2 — 1.

1
" n(1 + z)dz - I 2" In(1 + z)dx

1
DVn €N, I,y I, = J
0

0

1
= I (mn+1ln(1 +2)—2"In(1+ m))dx
0

1
= I " (z = 1)In(1 + z)dz.
0
1
Yz €[0,1], 2"(xz—=1)In(1+z) < 0 donc I " (z—1)In(1+xz)dz < 0 en intégrant
0
entre les bornes croissantes 0 et 1.

Donc Vn € N, I, — I, <0, ce qui prouve que (I, ),so est décroissante.
3a)Vzr € [0,1], 1s1+2<2donc0<ln(l+z)<ln2=1.

En multipliant membre 4 membre par z" (positif), on conclut que
Vre[0,1],¥neN, 0<2"In(l +2) <2".

b)En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :
1 1 1

0< J 2" In(1 + 2)dx < J z"dx, c’est-a-dire 0 < I,, < I z"da.
0 0 0

1 n+1 71
n, | _ 1
Or, Lx dx_|:n+lL_n+1'

Donc Vne N, 0= 1, <

n+1’

lim = 0, d’aprés la propriété des gendarmes, lim I, = 0.
n—o+oo N + 1 n—+00
1

4)a)Effectuons une intégration par parties dans I,, = J 2" In(1+z)dx en posant :

0
f(a) =" g(x) = In(1 + )
R I e
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f et g sont de classe C' sur [0,1] donc 'IPP est licite et donne :

1 l’n+1 1 1 x"+1 1
jo x ln(l + Qﬁ)dl‘ = |:TL ) ln(l + CL‘)i|O - JO m X mdl’,
n?2 1 1 n+l
c’est-a-dire I,, = ne a: dx.
n+l n+l1]),1l+x
D)V €[0.1], 1<1+2 <2 donc = < <1, puis0s —— <1
)Wx € [0,1], 1= rs2donc 5 < g— <1 puis0s go—=1.
En multipliant membre 4 membre par 2"t (positif), on a :

n+1

€z n+1
Vxe[O,l],Os“_xSx .

En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

1 xn+1 1 1 xn+2 1 1
0= dx < zn+1dx, avec 2"y = = —.

o 1+ 0 0 n+2 n+2

0
1 n+l 1
< <
On conclut que Yn € N, 0 < L T +zdm <59
1 1 n+l

C)nl—l)r-Poo s R 0, d’aprés la propriété des gendarmes, nEer . mdw =0.

Par ailleurs, ’égalité de la question 4)a) donne en multipliant par n :

_ nln2 n 1l d
Mo = T T+l o 1+2x L
n 1 n+l
Iim —— =1et lim dr = 0 donnent finalement :
no+oo N+ 1 n-+oo Jg 1+2x
lim nl, =1n2.
n—+0o
In2
On a donc nl,, ~ In2donc I,, ~ el
+00 400 N
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