Correction DM7

Exercice 1

1)z » nx est dérivable sur R (polynome).

r - —x et z - e” sont dérivables sur R (polynome et fonction usuelle).
Par composée, 2 - ¢ * est dérivable sur R.

x

Par différence, f,, est dérivable sur Ret Vz € R, fi(z) =n+e ",

2e Yz eR, fi(z)>0carn € N et e™® > 0.
Donc f,, est strictement croissante sur R.

e lim nx = —o00,

Tr——00

. . t 4 . -
lim -z = +00 et lim e’ = +00, par composée, lim e * = +00,
z——00 t=+00 e
Par différence, lim f,(z) = —oo.

T——00

e lim nx = +00,

xTr—+00

. . t . . -

lim —z = —o0et lim e =0, par composée, lim e * =0,
T—+00 t——00 T+ 00

Par différence, lir+n fn(x) = +00.

3) f, est continue sur R (car dérivable) et strictement croissante sur R.
D’aprés le théoréme de bijection, elle réalise une bijection de R sur

fR) = | tim_f£,(2), lim f,(s)] =R.

0 admet donc par f,, un unique antécédent, notons-le U,, et vérifie donc f,,(U,,) = 0.
Ainsi, I’équation f, () = 0 admet une unique solution U,,.

4)Pour tout n € N*, on a :

fa(0) =-1<0,

fn(%) =1 —e_% > 0 car —% < 0 donne e_% <1,

fn(Uy,) = 0 par construction.

Done f,(0) < fu(Un) < fu (2).

f,, étant strictement croissante, cela entraine que VYn € N*, 0 < U, < -

1
lim n = 0. D’aprés la propriété des gendarmes, lim U, = 0.

n—+00 n—+0o
5)Pour tout n € N*, on a f,(U,) = 0, c’est-a-dire : nU,, — e U = 0.
-U,
e
On déduit que Yn € N*, U, = m

n

lim U, =0et liH(l) e * = 1. Par composée, lim e Un =1,
r—

n—+00 n—+0o
. 1
~ 1. Par quotient, U,, ~ —.
+00 +oo T

Un

Donc e
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1452 1
donc” U, ~ —.
+o00 n

3=

6)Un ~

+

. 1 . .
La série Z — converge car c’est une série de Riemann de paramétre 2 > 1.

nzl

D’apres le critére d’équivalence sur les séries & termes positifs, la série Z U,
nz0
converge.

* k Xk

Pour creuser un peu ...un résultat intéressant :

Soit Z U,, une série a termes positifs. Si Z U,, converge, alors Z Us converge.

nz0 nz0 nz=0

démo :
La série Z U,, converge donc lim U, =0.
>0 n—+0o
nz

1l existe donc un indice ng tel que ¥Yn = ng, U, < 1.
En multipliant membre & membre par U, = 0, on obtient :
Yn = ng, U,QL <U,.

D’aprés le critére de comparaison sur les séries & termes positifs, Z U,, converge.

nz0

1. on peut appliquer une fonction puissance sur les deux membres d’un équivalent
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Exercice 2 : (edhec 2004)

1)La fonction t - est continue sur [0, 1] donc U,, existe.

T+t+t"

2)U, = f %dt = [In(t +2)]; =3 -In2.
0

' I3

U= [ o= [ L e 1] = 23
AT R PR R

3)a)Vn e N,Vt € [0,1], t"" < ¢", don 1+t +t"" <1+t +1¢"
Les deux membres étant positifs, on a par inverse :

1 o1
Lat+tm+l — T+t+t"

Vn eN,Vte[0,1],

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

1 1 1 1
L —1+t+t”+1dt2 JO —1+t+t”dt'

Donc Vn € N, U, 1 2 U,, ce qui prouve que la suite (U, ),en st croissante.

b)Vn € N,Vt € [0,1], 1+t+t">1+tcart" 20.

Les deux membres étant positifs, on a par inverse :
1 1
< .
Tl4+t+t" T 1+t

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

1 1 L |
L Trisp@s fo T+

1
1 1
Enfin, Jo 1_+tdt =[In(1 +¢)], = In2.

On déduit que Yn € N, U,, <In2.

Vn e N, Vt €[0,1]

c)La suite (U, ),en est croissante et majorée (par In2) donc convergente d’aprés
le théoréme de la limite monotone.

4)a)Pour tout n € N, on a :

o o
w20, = [ - |

1
1 1 PA A
- L (1+t_ 1+t+tn)dtparhnear1te

1 tn
- I dt.
o (T+8)(1+¢+1tm)
b)Vn € N,Vt € [0,1], (1+t)(1+t+t") > 1.
1
<1
(L+)(1+t+1tm)
Puis en multipliant membre & membre par ¢t = 0, on a finalement :
t" n

G+0)(0+i+0) ="

Par inverse

Vn e N,Vte[0,1],
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En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

1 tn 1
I dtsj t"dt,
o (L+8)(1+t+1t") 0

1
c’est-a-dire, grace a la question 4)a) : In2 — U, < J t"dt.

0
1 n+1 L
n t 1
Enfin, JO t dt—|:n+1i|0— PR

On conclut que Yn € N, In2-U,, <

1
n+1’

c)Des questions 3)b) et 4)b), on tire :

In2 - <U, <n2.

n+1"~

n—+00 +1

1
Or, lim (1n2——)=1n2.
n

D’aprés la propriété des gendarmes, lim U, =1n2.
n—+0o
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