Corrrection DM1 cubes

Exercice 1 (edhec 2018 option maths approfondies)

1)f,, est polynomiale donc dérivable sur R, et Va = 0, fi(z) = =1 — na"~" < 0.
Donc f,, est strictement décroissante sur R, .
Par ailleurs, f,, est continue (car dérivable) sur R,.

[ réalise donc une bijection de R, sur f,(R,) = ]zl—lgloo fn(x),fn(O)] = ]-o00,1].

0 € ]—00,1] admet donc un unisque antécédent w,, par f,.

Ainsi, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution u,,.

2)a)fn(0) =1, folu,) = 0et f,(1) = =1 donc f,(1) < f(uy) < f1(0).
Comme f,, est strictement décroissante sur R, on déduit : 0 < u,, < 1.
2)b) f,,(u,) = 0 donne : 1 — u,, —u,, =0, soit 1 —u,, = u,.

On déduit : frer(uy) =1—u, —u' =0 =™ = (1 - u,).
Or, 0 < u, <1donc1-u, >0etu, >0, doi f,.q(u,) > 0.

Par construction, f,.1(up+1) = 0. D’aprés ce qui précede, fr.+1(uy,) > 0.
Donc frni1(un) > fre1(tner)-

Comme f,,.1 est décroissante sur R, on déduit : u,, £ U,41.

Donc (u,) est croissante.

2)c)La suite (u,,) est croissante et majorée (par 1) donc convergente vers L.
Comme VYn € N,0 < u,, < 1, on a par passage a la limite : 0 < L < 1.

2)d)Supposons que L # 1, on a alors 0 < L < 1.
(uy,) est croissante et converge vers L donc Vn € N,0 < u,, < L.
On déduit que Vn e N,0 < uy, < L". Or, lim L"=0car0< L < 1.

n—+0oo
D’aprés la propriété des gendarmes, lim u, =0 (%)
n—+00

Par ailleurs, f,(u,) = 0 donne u,, = 1 — u,,.

Donc lim wu, = lim (1 —wu,) =1, grace a (*), ce qui contredit que L # 1.
n—+00 n—+00

On conclut que lim wu, = 1.
n—+0o

3)a)Comme ¥n € N,0 < u, <1et quewv, =1-u,,ona:uv,>0.

1.

lim v, = lim (1-w,)=0car lim u,
n—+00 n—+00 n—+00

L’égalité 1 — u,, = u, donne : v, = u,.

Donc In(v,) = In(uy) = nln(u,), soit In(v,) = nln(l —v,) (**)

Enfin, In(1 + ) p et lim v, =0 donnent : In(1 —v,) ~ —v,.
n—+00 +00

Puis, nin(1 — v,) o T

De (**), on conclut que In(v,,) ~ —nv,.
+00

o[
ln(—_hlllzizg)) * (ln(vn) )
In(v,) )

3)b)1 +

In(v,,) = In(—1n(v,)) + In (—
In(v,,)
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In(v,) —In(-1In(v,)) + In(-1n(v,)) — In(nv,)

In(v,)
In(v,) — In(n) — In(v,,)
In(v,)
_ —In(n)
In(v,)

In(v,,)
“In(n) _, , I(=1n(v,)) (25
ln(vn) - ln(vn) ln(vn)

Donc (%)

1
lim v, = 0 donc lim (-In(v,)) = +00. Or, lim % = 0 par croissances

JAney n—+00 xr—+00
comparées.
In(—1
Donc lim M =0.
notoo = ln(vn)
L 1
D’aprés 3)a), on a: lim E(U") =1dou lim ln( E(Un) _
n—+00 nvy, N +00 nuy,
L (o)
—nu,
Comme lim (ln(vn)) = —00, On a par quotient - lim = 0.
n—+00 ot ln(Un)

—In(n) _

En reportant ces limites dans (%), on déduit que lim
n—+00 ln(q)n)

Donc In(v,,) > —In(n).

3)c)Comme In(wv,,) [, T et In(v,,) > —1In(n), on déduit par transitivité que
[ee] (e o)

1
—nv, ~ —In(n), c’est-a-dire que v,, ~ n(n)
+00 +o00 n
1 1 1
4)Vn 2 3, # z . De plus, la serie Z 7 diverge (série harmonique).
nz1

In(n)

D’aprés le critére de comparaison des séries & termes -+, la série Z diverge.

nx1

(In(n))*

Par ailleurs, la question 3)c) donne : vy ~ 5
+00

(n(n) _ (1 '
Or, R o(ng/z).
(1n(n))? 2
En effet, n]_l)r_{loo Tf = nl_l)aﬂoo (11(1—72)) = 0 par croissances comparées.
n3l2
La série # converge (série de Riemann de paramétre 3/2>1).
n=l

2

(In(n))
converge.

Donc d’aprés le critére de négligeabilité, la série Z 5
n

nz1

Puis, d’aprés le critére d’équivalence, la série Z v, converge.

nzl
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Exercice 2 (edhec 2015 option maths approfondies)
1) F est une partie de R4[ X ] par construction et elle est non vide car le polynome
nul appartient & F.
Pour tous polynomes P et ) de F', pour tout réel A, on a :
(AP +Q)(0) = AP(0) + Q(0)
=AX0+0car PeFetQeF
=0.
(AP +Q)(4) = AP(4) + Q(4)
=AxX0+0car PEFetQ€EF
=0.
Done AP +Q € F.
On conclut que F est un sous-espace vectoriel de Ry4[ X ].
2)a)e Pour tous polynéomes P et Q de Ry[X ], pour tout réel A, on a :
P(AP + Q) = W(AP + Q) = A(WP) + WQ = A$(P) + #(Q).
Donc ¢ est linéaire.
s QeKerg = ¢(Q)=0=WQ=0= VzeR,z(z-4)Q(x) =0
—= Yz eR\{0,4},Q(z) =0 = Q =0 car Q a une infinité de racines.
Donc Ker ¢ = {0}, ce qui prouve que ¢ est injective.
e VQ € Ry[X],0(Q) € Ry[X] car deg(W) = 2 et deg(Q) < 2.
Donc Im¢ C F.
Réciproquement, soit P € F. La division euclidienne de P par W donne :
P =WQ + R avec deg(R) < deg(W) = 2.
On a alors Vz € R, P(z) = W(2)Q(z) + R(x).
Cette égalité pour x = 0 donne :
P(0) = W(0)Q(0) + R(0), soit 0 = 0 x Q(0) + R(0), puis R(0) = 0.
Cette égalité pour x = 4 donne de méme : R(4) = 0.
R est un polynome de degré inférieur ou égal & 1 admettant au moins deux racines,
il est donc égal au polynéme nul.
On déduit que P = WQ = ¢(Q), ce qui montre que P € Img.
Donc F' C Img.
On conclut que I'm¢ = F. Donc ¢ : Ry[X] — F est surjective.

e ¢ est donc une application linéaire bijective de Ry[X] sur F, c’est-a-dire un
isomorphisme de Ry[ X ] sur F.

2)b)F = Im¢ = Vect (¢(1), o(X), p(X?)) = Vect (X(X —4), X*(X —4), X°(X - 4)).
(X(X - 4), X*(X - 4), X*(X - 4)) est donc une famille génératrice de F.

De plus, pour tous réels a, b et ¢, on a :

aX(X —4) +bX* (X —4) +cX* (X =4) =0

= VYreR,ax(z—4) +ba*(z—4) + ca®(x —4) = 0

= Yz eR,cx’ + (b-4c)2” + (a — 4b)z” = daz = 0

c = 0
— b—4c = 0

a—4b = 0

—4a =0
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o

c =
—=ib = 0
=0

Donc la famille (X (X - 4), X*(X —4), X*(X —4)) est libre.
C’est donc une base de F, ce qui entraine que dimF = 3.
3)a)Posons Q = aX” + bX + c.
Alors, A(Q) = Q(X +1) - Q(X)=a(X + 1)+ (X + 1) +c—aX> - bX — ¢
=2aX + (a +b) € Ro[X].
Ainsi, A est & valeurs dans Ry[ X ].
Pour tous polynome P et @ de Ry[X], pour tout réel \, on a :
AMAP+Q)=(MP+Q) (X +1)-(A\P+Q)(X)

=AP(X +1)+Q(X +1) - M\P(X) - Q(X)

= M(P(X +1) = P(X)) + (Q(X + 1) - Q(X))

= AA(P) + A(Q).
Donc A est linéaire.

Ainsi, A est un endomorphisme de Ry[ X].

3)b)oQeKerA«:»A(Q)=04=2aX+(a+b)=0‘='{za+b : 8
— a =0
b = 0°

Donc KerA = Vect (1) = { polyndémes constants }.

e Le théoréme du rang donne : dimRy[X] = dimKerA + dimImA, ¢’est-a-dire :
3 =1+ dimImA. Donc dimImA = 2.
De plus, ImA € R{[X] et dimR[X] = dimImA. Donc ImA = R;[X].

3)c)A(1) = 0 donc (A o Ao A)(1) = 0 par linéarité de A.

A(X)=(X+1)-X =1, puis (Ao A)(X) =A(1) =0donc (Ao AoA)(X)=0.
A(X?) = (X +1)*=X? =2X +1, puis (Ao A)(X?) = A(2X +1) = 2A(X) +A(1)
=2+0=2donc (AoAoA)X?)=A(2)=0.

Ao Ao A est un endomorphisme de Ry[ X] qui s’annule sur une base de Ro[ X ].
C’est donc nécessairement 1’endomorphisme nul.
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