Exercice 1 (eml 2010)

ara=(52) (5 0) (8 2)-(30)(53)-(0 %)

waa=(55) (1) (53)=(38)(25)=(1 &)

AHA=<3§>(8?)(33)=<8§)(8§>=<é‘8>~
:{(Ub‘ i) a,b7c)6R3}

{a((l) 8)+b(? (1)>+c(8 ?),(a,b,c)ERS}
= Vect (F, G, H).

Donc %% est un sous-espace vectoriel de .#Z3(R) et (F,G,H) est une famille
génératrice de .S%.

De plus, pour tous réels a, b et ¢, on a :

aF +bG +cH =0 <— a b = 00 < a=b=c=0.
b ¢ 0 0

Donc (F,G, H) est libre.
On conclut que (F,G, H) est une base de #. De plus, dim.7 = 3.

3)a)Soit S = ( Z b ) €.
u(S) = ASA
(0 2 a b\[0 2
L2 3 b ¢ 2 3
B 2b 2 02\
~\ 2a+3b 2b+3c 2 3
_ 4c 4b + 6¢
S\ 4b+6¢c 4a+120+9c /-
On constate que u(S) est symétrique.
Alnsi, Yu € S, u(S) € S.

Remarque
On pouvait aussi utiliser la transposée :

“(u(S)) = "(ASA)
= 'A'S'A en utilisant la formule : *(XY) = 'Y X
= ASA car A et S sont symétriques
= u(9).

b)D’abord u est < endo » d’apres la question 3)a).

Ensuite, pour toutes matrices S et T de %%, pour tout réel A :
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w(AS +T) = A(AS + T)A
= (AAS + AT)A
= ANSA+ ATA
= AASA+ AT A
= Au(S) + u(T).

Donc u est linéaire.

On conclut que u est un endomorphisme de .%%.

¢)La question 1) donne :

w(F) = ( 8 2)—0F+0G+4H,

w(@) = ( 0 4 >:0F+4G+12H,

4 12
4 6
u(H)=<6 9>:4F+6G+9H
0 0 4
Donc %(F,G,H) (u) = 0 4 6 =M
4 12 9

Partie II

e E_4(M)={U € #3,(R) | (M +4I)U = 0}. On pose U =

4 0 4
(M+4)U=0<«<=| 0 8 6
4 12 13
do + 4z
— 8y + 62
4z + 12y 4+ 132
r=—z
— ——§Z
Y=g
0z=0
* 3
Donc E_4(M) = y |z=—2 ety= 17
z
-1
Dot E_4(M) = Vect —%
1

—Z

z

<

,2€R

E_4(M) n’est pas nul, ce qui montre que —4 est valeur propre de M.

Le sous-espace propre de M associé & —4 est E_4(M).
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-1
—% est une famille génératrice de E_4(M).

1

Elle est libre car constituée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
E_4(M).

x
e Ex(M)={U € 45:1(R)| (M —I)U=0}.Onpose U = | y
z
-1 0 4 T 0
(M-1I)U =0 0 3 6 y |=10
4 12 8 z 0
—x 44z =0
= 3y + 62 =0
dr+12y4+8z =0
T =4z
= y=—2z
0z=0
T 4z
Donc Ey (M) = Yy |z =4z et y=—-2zp = -2z |,z€R
z z
4
D’ou Eqy(M) = Vect -2
1

E1(M) n’est pas nul, ce qui montre que 1 est valeur propre de M.
Le sous-espace propre de M associé & 1 est E1(M).

4
De méme, -2 est une base de E;(M).
1
x
e E1¢(M)={U € #3:1(R) | (M —161)U =0}. Onpose U = | y
z
-16 0 4 x 0
(M —-161)U =0 <~ 0 -12 6 y |=10
4 12 -7 z 0
—16z+42 =0
= —12y 4 62 =0
dr+ 12y -7z =0
z =4z
= y =2z
0z=0
x x
Donc Eq6(M) = Y | z=4dx ety=2x p = 2z |,z€eR
z 4z
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D’ou E16(M) = Vect 2
4

E16(M) n’est pas nul, ce qui montre que 16 est valeur propre de M.
Le sous-espace propre de M associé & 16 est Ej6(M).

1
De méme, 2 est une base de F16(M).
4

e M admet 3 valeurs propres distinctes et M € .#3(R).
Donc M est diagonalisable.

2)Comme M est diagonalisable, elle peut s’écrire sous la forme réduite : M =
PDP~!ou:

— P est une matrice inversible de .#5(R) dont les colonnes forment une base des
sous-espaces propres de M,

— D est une matrice diagonale de .#3(R) dont la diagonale est formée des valeurs
propres de M.

D est ici imposée. On construit donc P en mettant sur ses colonnes successives
une base de E_4(M), E1(M) et E16(M).

Vue la contrainte imposée par I’énoncé sur la premiere ligne de P, on va changer
la base de F_4(M) en multipliant le vecteur par —4, ce qui donne :

4
E_4(M) = Vect 3
—4
4 4 1
On obtient finalement : P = 3 -2 2
—4 1 4
0 0 O -5 0 0 -20 0 O
3)(D+4)(D-I)(D—-161I) = 0 5 0 0 0 O 0 -15 0
0 0 20 0 0 15 0 0 O

Le produit de matrices diagonales est diagonale, la diagonale étant obtenue en
multipliant les éléments diagonaux, ce qui donne :

0 x (—=5) x (—20) 0 0
(D +4I)(D — I)(D — 161) = 0 5x 0 x (—15) 0
0 0 20 x 15 x 0
000
=( 00 0
00 0

4)En développant I’égalité précédente, on obtient :
D3 —13D?% — 52D + 641 = 0, soit D? = 13D? + 52D — 641.
En multipliant & gauche par P et & droite par P~!, on déduit :
PD?*P~" = P(13D? + 52D — 641) P~
=13PD*P~! + 52PDP~" — 64PIP™!
= 13PD*P~ " +52M — 641 (%)
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Enfin, PD?P~! = PDIDP~! = PDP~'PDP~! = M?,

De méme, PD3P~1 = M3,

En reportant dans (x), on déduit :

M3 =13M? + 52M — 641.

Remarque

Une récurrence treés classique montre que Vk € N, PDFP~1 = MF,
5)On sait que M = .4 p g m)(u).

D’apres le cours, pour tout & € N*, on a : M* = ///(F7G7H)(uk).
On a aussi, I = . p,c,m(e)

L’égalité 1.4) se réécrit alors :

M ,c,m) (W) = 13M 5,61y (0?) + 524 (5, 1) (u) — 644 5. 1) (€).
L’application f — .#(p ¢ m(f) étant linéaire, on a :

//(F,G,H) (UB) = //(F7G7H)(13u2 + 52u — 64e).

Enfin, par bijectivité de 'application f + . r ¢ m)(f) :

u® = 13u? + 52u — 64e.
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Exercice 2 (ecricome 2007)

Partie I :

1)On vérifie aisément que A% = A.

Posons P(X) = X2 - X. On a: P(A) = A2 — A = 0 donc P est un polynome
annulateur de A.

Les racines de P sont 0 et 1, ce qui entraine que sp(A) C {0,1}.

Les valeurs propres possibles de A sont donc 0 et 1.

On pouvait aussi trouver les valeurs propres de A en annulant le déterminant de
A — M1, mais ce n’était pas la démarche proposée.

2)a)e Ey(A) ={U € #>1(R) | AU = 0}. On pose U = ( ;j )

. 3 -1 z\ (0 3r—y= 0 o
AU—0<:><6 —2>(y)_(0>(:){6x—2y— 0 — y = 3z.

o 5= { (7 ) 1u=e} = (2 e} =vee (1))

Eo(A) est non nul, ce qui confirme que 0 est bien valeur propre de A.

(( :13 )) est une famille génératrice de Ey(A).

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Ey(A).

o 1(A)={U e r1(R) | (A—I)U = 0}. On pose U = < ;5 )

(A—I)U:O<:><§ :;><§>:<8><:}{ 625_—;,;: 8

=y =2z.

o500~ {(2 ) w-a} = {( 2 )owem) o (( 1))

E1(A) est non nul, ce qui confirme que 1 est bien valeur propre de A.

(< ; >) est une famille génératrice de E; (A)

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de F;(A).

b)A € #>(R) admet deux valeurs propres différentes donc A est diagonalisable
par le corollaire du thm de réduction.

Il existe donc une matrice D € .#>(R) diagonale et une matrice P € .#2(R)
inversible telles que A = PDP~!.

D porte sur sa diagonale les valeurs propres de A et vu la contrainte posée par

I’énoncé, on prend D = ( 8 (1) )

Les colonnes de P sont formées des bases des sous-espaces propres de A en res-
pectant I'ordre des valeurs propres portées par D.

OnprendP:(1 !

3 9 ), la contrainte sur la premiere ligne de P est vérifiée.

-2

On trouve ensuite P~1 = < 5

_11 ) par la formule de cours.

Nicolas DAMIEN - correction DS2 - page 6/13



Partie II :

1)Le produit et la différence de deux matrices de .#2(R) reste dans .#2(R).
Donc VM € #>(R), p(M) € #2(R).

¢ est donc < endo >.
Pour toutes matrices M de N de .#>(R), pour tout A € R, on a :
dAM+N)=AAMM+N)—-(AM+ N)A
=MAM+ AN —AMA—-NA
= ANAM — MA)+ (AN — NA)
= Ap(M) + ¢(N).
Donc ¢ est linéaire.
¢ est donc un endomorphisme de .Z5(R).
2a)p(M) =AM <= AM — MA =M
< PDP™'M — MPDP~" =AM
< P Y (PDP'M — MPDP )P =P 'AMP
< P'PDP'MP— P 'MPDP~'P=\P'MP

& DN — ND = AN.
2)b)DN — ND = AN
0 b
)6 1) (0 0)

= (o) (o) ()
)= )<z;z>

o 2

Aa=0
— Ab=—b
Ac=c
Ad=0
Aa =0
A+1b =0
=Y -1 =0
Ad =0

c)Remarquons déja que N = P"'MP <= M = PNP~L.
M € Ker(¢ — Ad)

<~ (¢p—Ald)(M) =0

= dp(M)—AM =0

— (M) =M

<= M = PNP ! avec DN — ND = AN d’apres 11.2a)

= M = ( é ; ) < CCL Z ) ( _32 31 ) ou (a,b,c,d) est solution de (S)

—2a + 3b—2c+ 3d a—b+c—d

S M= 6 40b—4c+6d 3a—3b+2 —2d

de (S).

) ou (a, b, c,d) est solution
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d)Distinguons plusieurs cas :
e \=0

Lo .. b =0 =0
(S) est équivalent a : { e —0 —0 -
Les solutions de (5) sont donc de la forme (a,0,0,d) ot a et d sont des réels

quelconques.

N b
c’est-a-dire { .

e )\=1
a =0 a =0
(S) est équivalent &4 : ¢ 20 =0 | clest-a-dire ¢ b =0 .
d =0 d =0

Les solutions de (.5) sont donc de la forme (0,0, ¢,0) ol ¢ est un réel quelconque.
o \=—1

—a =0 a =0
(S) est équivalent &: { —2¢ =0 ,cest-d-dire ¢ ¢ =0 .
—-d =0 d =0

Les solutions de (.5) sont donc de la forme (0,b,0,0) ol b est un réel quelconque.
e \¢ {-1,0,1}

SRS
|
(en)

(S) est équivalent a :

S8
\
o

L’unique solution de (5) est (0,0,0,0).

3)a)Lorsque A ¢ {—1,0,1}, on a vu que l'unique solution de (S) est (0,0,0,0).
En utilisant la question II.2)c) avec a = b= ¢ =d = 0, on conclut :

M € Ker(¢p — \d) < M = ( 8 8 >
Donc Ker(¢ — Ald) = {0}.
b)En utilisant les questions I1.2¢) et I11.2d), on obtient :

swere) - {( T2l T8 ) emd)
(G 3) (3 ) waem)
_Vect(<:§ :1,))(2 :;))

-2 1 3 -1 . P
(( 6 3 ) , ( 6 —9 )) est une famille génératrice de Kerg.

Elle est libre car les deux vecteurs sont non colinéaires.
C’est donc une base de Kerg.

oKer((b—Id)z{( :ZZ ;C),ceR}zvect (( :Z ; ))

(( :i ; )) est une famille génératrice de Ker(¢ — Id).

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul.
C’est donc une base de Ker(¢ — Id).
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o Ker(¢p+1Id) = {( glg :?f)b ),bGR} = Vect (( S :é

(( ) s )) est une famille génératrice de Ker(¢ + Id).

9 -3
Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul.
C’est donc une base de Ker(¢ + Id).

)

4)On sait que B — A\ = A z(¢ — AId) o A est la base canonique de .#5(R).

A est valeur propre de B

<= B — Al n’est pas inversible

<= ¢ — Al d n’est pas bijective

< Ker(¢p — Md) # {0}

<= X € {-1,0,1} grace a la question 3)

Les valeurs propres de B sont donc —1, 0 et 1.

5)a)Soit & = (FE4, Eq, B3, F4) la base canonique de .#5(R).

$(Ey) = AE|—Fy A = ( . ) ( 0 0 )‘( 0

)
)l
)
I

DW DWW OHWwWw O w

0
-1
—6

0

(A A A A N
N~ N~ N~ N

01
6 0 )
—6 5

6 )
-1 0
-5 1)
0 -1
-6 0

3 -1 0 1 0
s =ae-maa= (o ) (0 o )-( 0
3 -1 0 0 0
$(Fs) = AB;—FyA = ( 5ol ) ( 0 )_( 1
3 -1 0 0 0
O(Fs) = AE,~F4A = ( sl ) ( 00 )_( 0
On a alors :
#(E1) = 0E; + 1E5 + 6F5 + 0Ey,
¢(E2) = —6E1 + 5F2 + 0E3 + 6Ey,
¢(E3) = —1E; + 0By — 5E3 + 1Ey,
¢(E4) =0F; — 1E5; — 6E5 + 0F;,.
0 -6 -1
1 5 0
Donc B = 6 0 -5
0 6 1
b)On va chercher les valeurs propres de B en transformant B — Al en une matrice
triangulaire.
-A =6 -1 0 Ly
_ 1 5=A 0 -1 Lo
B=A=| 0 —5-X —6 | L
0 6 1 - Ly
6 0 —-5—-X —6 L1 < L3
1 5= 0 -1 Lo
—-A —6 -1 0 L3 — Ll
0 6 1 - Ly
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1 5—A 0 -1 Ll <~ L2

6 0 —-5—-X —6 L2 <~ L1

-A -6 —1 0 Ls

0 6 1 -2 Ly

1 5—A 0 -1 Ly
0 6(5-X) 54+X 0 Ly 6Ly — Ly
0 —A2+50—-6 -1 -\ | L3+ ALi+L3
0 6 1 - Ly

1 5—A 0 —1 Ly
0 66—A) 5+A 0 Ly
0 )\(5 — )\) 0 —2A L3+ L3+ Ly
0 6 1 - Ly
1 5—A 0 -1 Ly
0 6 1 —A Lo < Ly
0 A5-XA) 0 —2x Ly
15—\ 0 -1 Ly
0 6 1 - Lo
0 0 ABG—=X) M—5)+12\ | Ly« A(5—A)Ly—6Ls
0 0 —2A “A( = \) Li+ (5— ALy — Ly
1 5=A 0 -1 Ly
0 6 1 - Lo
0 0 —2A A= \) Ls ¢ Ly
0 0 AB—=X M—-5)2+12)\ | L, < Ls
1 5—=X 0 —1 Ly
0 6 1 = Lo
0 0 =2\ =A5-) Ls
0 0 0 CL()\) Ly + (5 — )\)Lg + 204
avec a(\)

A= (5 —

=-A(B—-N)?+2(0\* = 5% +12))
A5 = A2+ 2X(\2 = 5A +12)

N2 +2(0% —5)+12))

= A(—25 4+ 10X — A% + 2% — 10\ + 24)

= A\ —1).
A est valeur propre de B
= 22 =00uA(N\2—-1)=0
e Ae{-1,0,1}.
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Exercice 3 (edhec 2009)

1)z — (1 —2)In(1 — x) est continue sur | — oo, 0[U]0, 1] par produit et composée
de fonctions continues, et ne s’annule pas sur | — oo, 0[U]0, 1[.

x — —x est continue sur | — oo, 0[U]0, 1[.

Par quotient, f est continue sur | — oo, 0[U]0, 1]

Par ailleurs, In(1 + x) et lin}) —z = 0. Donc In(1 — z) o
z—

lim(l —z)=1donc 11—z~ 1.

z—0 0

Par produit d’équivalents, (1 — z)In(1 — ) v
Puis, par quotient, f(x) ¥ 1
—x
On a donc lir% f(x) =1 et comme f(0) = 1 par énoncé, cela entraine que f est
r—r
continue en 0.
En conclusion, f est continue sur | — oo, 1].
2)a)Soit g : x + In(1 — z).
g est de classe C? sur | — 0o, 1[. Elle admet un DL d’ordre 2 en 0 donné par :

_ ’ g"(0) 2 2
9(z) = 9(0) + ¢'(0)z + = —=2* + o(z*).
1
Or,Vz <1, ¢'(x) = 1 et ¢’ (x) = a2
g(0) =0, puis ¢'(0) = —1 et ¢”(0) = —1.
2
Do, In(1 — ) =T - % +o(z?).
22
On peut aussi partir du DL usuel : In(1 + ) ST + o(x?), puis remplacer =

par —x. C’est 1égitime car lim —z = 0.
z—0

b)Pour tout = €] — 00, 0[U]0, 1], on a :
f@)=f0) Tomow ! —z-(1-z)hl-g)

x x  z(l—2)In(1 —2)

En reprenant les équivalents trouvés & la question 1), on a :

z(1—z)In(l — z) v —a? (1)

Pour le numérateur, on va utiliser le DL trouvé en 2)a) :
2
—z—(1—z)ln(l-2)=-2—-(1—2)(-z— T + o(z?))

2
z? z3
=—z—(—z— 5 +o(z?) + 2% + 5 zo(z?))
2
= —% — o(2?) + wo(z?)
2
= -5 +ola?)

Done —z — (1 =) In(1 = z) ~ _% (2)
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— f(0 1
Par quotient des équivalents (1) et (2), on a : /() . 1) v3
Donc lim M = 1
z—0 T 2
1
Alnsi, f est dérivable en 0 et f'0) = —.

2
3a)z — (1 —x)In(1— z) est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1[ par produit et composée
de fonctions dérivables, et ne s’annule pas sur | — oo, 0[U]0, 1[.
x — —x est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1].
Par quotient, f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1].
Pour tout x €] — 00, 0[U]0, 1], on a :
o) = (- x(1—2)ln(l —2z) = (~In(1 —2) — = x (1 —2)) x (—2)
(1 —2)In(1 —2))°
(z—1)In(1 —z) —z(In(1 — z) + 1)
(1 —2)In(1 — 2))°
—In(l—2)—=
(1—2)In(1 —2))
(1—2)In(1 - CC))2 > 0 donc f’(z) est bien du signe de —In(1 — z) — .
b)Soit h: x +— In(1 — z) + .

h est dérivable sur | — 0o, 1| comme somme et composée de fonctions dérivables.

3.

1 _
Ve <1, h(x) =— +1=-—" du signe de —z.
1—2 1—2
x —00 0 1
K (x) + 0 -

La lecture du tableau de variations donne : Va €] — 00, 0[U]0,1[< 1, h(z) < 0.

Or, f'(x) est du signe de —h(x). Donc f” est strictement positive sur |—oo, 0[U]0, 1],
mais également en 0 car f/(0) =1/2.

Ainsi, Vo < 1, f'(z) > 0. Donc f est strictement croissante sur | — oo, 1].

1
c)eOnal—=zx o donc f(z) -~ =2
lim (1-z)=+4oc0et lim Int=+4oco. Par composition, lim In(1—x)= 4o0.
T——00 t—+o00 T——00
1
Par inverse, IEIPOO (1) = 0. Donc IEIPOO f(z)=0.

e lim (1 —z)In(l —x) = lim ¢Int =0~ par croissances comparées.
z—1— t—0+

lim —z = —1.
rx—1—
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Par quotient, lim f(z) = +o0.
r—1—

“+00

() _—

0

4)a)f est continue et strictement croissante sur [0, 1[. Elle réalise une bijection de
[0,1] sur [1,4o00[. Or, n € N* appartient & [1, +oo[. Il admet un unique antécédent
uy, par f et u, € [0,1].

uy est Punique réel de [0, 1] vérifiant f(uq) = 1. Or, f(0) = 1.

Par unicité de uq, on a donc nécessairement u; = 0.

b)D’apres le cours, f~! a méme variation que f.
b

x 0 “+00

fﬁl(x) /

—00

1

De Dégalité f(u,) = n, on tire : u, = f~1(n).

li = t i “Yz)=1.P iti li -1 =1
Lim n=+ooe x_l)r_il_locf (x) ar composition, n—l>I-4r-loof (n)
Ainsi, lim wu, = 1.
n——+0o
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