Exercice 1 (edhec 2024)

1)a)Pour tout réel z € [0,1], on a :
1 a b
4—x2 2—x+2—|—x
I a@+2)+b(2—x)
4—22  (2—-2)2+2)
— I (2a+2b)+(a—b)x
4 — 22 4 — 22
1= (2a+2b)+ (a—b)x
{ 2a+2b=1
a—b=0

— 4b =1
a=b

1
<—a=b=-.
@ 4

| Lr71/4 1/4 1 1
b)uo—/o 4_x2dx—/0 <2_$+2+x>dx—4[—1n(2—a:)—|—1n(2—|—a:)]0

—

(-In1+m3)— (-In2+1n2)) = ilnS.

1 1
1 1 —2x 1 o\l 1
1
Comme In4 = 2In2, on peut simplifier un peu et obtenir : u; = In2 — 5 In 3 ou

2
éventuellement u; = In ()

V3

3)a)Pour tout n € N, on a :

1 n 1 n+2
T T
4un—un+2:4/0 4_w2dm—/0 4_x2dx

1
4™ — xn+2
= —d
/0 1—z2 7

1 n472
:/Mdm
0

4 — 22

1
= / z"dz
0

[,
T in+1 0

1
n+1"
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b)programme Python

def suite(n):
if (-1)#**n==1: #n est pair
u=np.log(3)/4 #u=u0
for k in range(2,n+1,2): #k avance avec un pas de 2
u=4*u-1/(k-1)
else: #n est impair
u=np.log(2/np.sqrt(3)) #u=ul
for k in range(3,n+1,2): #k avance avec un pas de 2
u=4*u-1/(k-1)
return u
Remarque

L’instruction u=4*u-1/(k-1) provient de la question 3)a) d’out 'on peut déduire
en faisant n — k — 2 :

1

— dupgp — ——
= dup—p —
4)a)La fonction f : x — ——— a pour dérivée [’ : x — 2

T2 0P T 4= a2)2
Vz € [0,1], f'(x) > 0 donc f est croissante sur [0, 1].
1 1 1

On déduit Vz € [0,1], f(0) < f(z) < f(1), soit 1 < 12 < 3

Puis, en multipliant membre & membre par 2™ (positif), on a :

L, a1
- —— < -z
47 T 42274

n

Par croissance de l'intégrale (0 < 1), on déduit :

1 1 1
1 " 1

/ f:c”dacg/ x deg/ —z"dzx.
o 4 0 4—x 0 3

1 1
1 1 [znt! 1
Or, —z"dx = - = .
/O 1 4[n+J0 An+1)

1
1 1
De méme, / —2"dxr = —, ce qui donne finalement :
0 3 3(n+1)

1 1
- <y, < —
An+1) =" =3n+1)
1 1
b) li —— =0et lim ——=0
)n—1>r-&r-1<>o 4(n+1) ¢ n—l>r-ir-loo 3(n+1)
D’apres la propriété des gendarmes, la suite (up)nen converge et lim  u, = 0.

n—-+oo

1 1 1
c)m fodiymee La série nz:x = diverge car de méme nature que la série har-

1
monique divergente —.
q g 7; -
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. : : . . 1
D’apres le critere d’équivalence sur les séries a termes positifs, la série E m
n
n>1

diverge.

Enfin, comme Vn € N, u, > 1 on peut conclure d’apres le critere de

1
(n+1)’
comparaison sur les séries a termes positifs que la série Z uy, diverge.
n>1
5)b)programme Python

x=np.arange(0,41) #x est un entier entre 0 et 40
u=[]
for n in range(41):
u.append (3*n*suite(n)) #on ajoute & la liste u le terme 3nu_n
plt.plot(x,u,’+’)
plt.show()
A la fin de la boucle, la liste u est constitué des termes vg, v1, ..., v409 de la suite

(Un)nen définie par v, = 3nu,.

Le graphique semble montrer que (v,,),eN est croissante et converge vers 1.
1
Cela signifie que 3nu, ~ 1, c’est-a-dire : u,, ~ —.
+oo +oo 3n
n

1
x
b)Effectuons une intégrations par parties dans / ﬁdm en posant :
0 4—

x
!/ n 1
u'(x) =2z v(z) = g
xn—i—l 20
o= =
-z

u et v sont de classe C* sur [0,1], ce qui valide I'IPP et donne :

Lo Pk 1! bogntl 2x
[ [ ) e e,
0o 4—=x n+1 4-2%], o n+1 (4—x2)

ce qui donne immédiatement :

1 2 Loognt2
Uy, = — / sdz.
3n+1) n+1), (4 — 22)
. . 1 1
¢)On a déja prouvé dans la question 4)a) que Vz € [0, 1], 1 < 12 < 3
-z

Par croissance de la fonction carrée sur R, on déduit en élevant au carré :

—_

1 1 1
Vo € [0,1], — < — <.
16 (4 _ 9:2) 9
Puis, en multipliant membre a membre par ks positif :
1 n+2 1
Yz € [0,1], — "2 < L? < Zant2
16 (4 _ x2) 9
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Par croissance de l'intégrale (0 < 1), on déduit :

1y Loognt2 1
/ — "2z §/ ——dx S/ —x" 2.
o 16 0 (4-—a?) o 9

1 1
1 1 n+3 1
Or,/ a2y = — |2 = .
o 16 16 [n+3], 16(n+3)

1
1
De méme,/ —x" 2y =
0o 9

1
———— et on peut conclure que
9(n + 3) P d

1 Lo g2 1
VneN, ———— < / Sdx < :
16(n + 3) 0 (4—a2) 9(n +3)

1
li ——=0et 1 — =0.
ntoo 16(n+3) < norteo 9(n + 3)
1 .’17”+2
D’apres la propriété des gendarmes, lim ———dr=0.

n—+oo [ (4—LE2)2

d)L’égalité 5)b) donne en multipliant membre & membre par 3n :

6 1 n+2
Vn € N, 3nu, = n_o_on / x sdz.
n+1l n+1) (4 _ 132)

im ——=1lcarn+1 ~ n

n—+oomn + 1 +oo
6 1 xn+2

im —— =6et lim ——————dx =0 d’apres 5)c).

n—+oo n + 1 n—+oo [ (4 _ xz)

1
On déduit lim 3nu, = 1, ce qui confirme que u,, ~ —.
n——+o0o +o00 3n
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Exercice 2 (edhec 2024)

1)e f est continue sur | —oo, 0] comme fonction nulle et continue sur [0, +00[ comme
produit et composée de fonctions continues.

Donc f est continue sur R sauf peut-étre en 0.

o Vr <0, f(x) =0et Vo >0, f(xz)>0 car e=*"/2 > 0. Donc Vz € R, f(z) > 0.
0
o / f(z)dx converge et vaut 0 car f est nulle sur | — 00, 0].

Pour tout réel A >0, on a :

A A 2 2 A 2
/ fz)dz = / ze™ ™ 2dr = [—e"” /2} =1—e47/2
0 0 0

. A? . . 2
lim —— = —occ et lim e' =0. Par composée, lim e 47/2 =0.
A—+oco t——o0 A—+oco

A +oo
Donc lim / f(z)dx = 1. Ainsi, / f(z)dx converge et vaut 1.
A—+oo [ 0

+oo
Par Chasles, / f(z)dz converge

—00

400 0 +o0
et / f(x)dx:/ f(x)der/ flz)dr=0+1=1.
—o0 —o0 0

On conclut que f est une densité de probabilité.

b)Soit T < A(0, 1).

T admet une variance donnée par la formule de Koenig : V(T) = E(T?) — E(T)?.

On déduit : E(T?) =V(T) + E(T)> =1+0% = 1.

¢)Notons ¢ : z — 5 e=*"/2 1a densité de 4 (0,1). Soit T < (0, 1).
I
“+oo

e X admet une espérance si et seulement si / |z f(z)|dx converge, ce qui se
o0

+oo
ramene a la convergence de / zf(x)dx car f est nulle sur | — oo, 0[ et positive
0

sur [0, +oo.

+o00 400 5 +oo
Or,/ xf(z)dx :/ z2e™ 2dx :/ V2ra?p(x)de.
0 0 0

+o0 +oo
Cette intégrale a méme nature que / 22 p(x)dx qui converge du fait que / 22 p(x)dx
0

—0o0

représente le moment d’ordre 2 de T'. Donc X admet une espérance.

+oo
e B(X)= / zf(x)dx

— 00

:/0 xf(:v)dx+/0+oo$f($)d$

—00
+oo

=0+ V2rato(x)de
0

_ \/ﬂ/om () dx.
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La fonction x +— 2% (z) étant paire, on poursuit le calcul :

+o0 1 +o0 1
/ 22p(z)dr = 5/ 22p(z)dr =
0 —

oo

1
xB(T?) ==-x1=—.
2 2

3] ol

On conclut que E(X) = 271 x 5"

|~

SR

2)Par définition, pour tout z réel, on a : Fx(x) = / f(®)dt.

Distinguons deux cas.

Premier cas : z <0
f est nulle sur | — 0o, 0] donc sur | — 0o, z], ce qui meéne & Fx(z) = 0.

Deuxiéme cas : x > 0
0 x
Fx(x) = / ft)de +/ ft)dt
— o0 0
= 0+/ te= /244
0

-[er]
0
=1—e /2

0 siz <0
En conclusion, Fx(z) =
2
1—e%/2 siz>0
3)a)Pour tout z réel, on a : Fy(r) = P(Z <x) = P(X? < x).
Distinguons deux cas.

Premier cas : x <0
Comme X2 ne prend que des valeurs positives, 'événement (X2 < x) est impos-
sible. Donc Fz(z) = 0.

Deuxieme cas : ¢ > 0
Fz(zx) = P(X? < z)
_p (\/X2 < \/E)
=P (|X] < V)
=P(—Vz < X < V)
~ P, (V&) - Fx (~&)
Comme —y/z <0, on a: Fx (—/z) =0.
Par ailleurs, F, (v/z) =1 — (VB2 1 _ a2,
0 sixz <0
En conclusion, Fyz(x) =
1—e %2 &z>0
On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre 1/2.
Ainsiy, Z — £(1/2).
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b)Programme Python

import numpy as np

import numpy.random as rd

def simulXQ):
Z=rd.exponential (2)
return np.sqrt(Z)

4)a)Pour tout z réel, on a :

X
Gn(x)=P(Y,<xz)=P <\/ﬁ < x) = P (X < ay/n) = Fx (z/n).
Par calcul de composée, on a :
0 si zy/n <0
FX (x\/ﬁ) = )
1— e @) 2 g /m>0
0 six <0
Dot G, (z) =
1—e 2 siz>0
b)Il faut pour z fixé, chercher la limite de G, (x) quand n — +oo.
Distinguons deux cas :

Premier cas : <0

Comme G, est nulle sur | —00,0], ona: lim Gu(z)= lim 0=0.
n—-+oo n—-+oo

Deuxiéme cas : z > 0

lim — % — soet lim e = 0. Par composée, lim e "% /2 = 0.
n——+0o 2 t——o0 n——+oo
PPN _
D’out ngrilm Gn(z)=1
0 sizx<O0
Posons G(x) = { 1 siz>0

Soit V' une variable aléatoire certaine égale a 0. La fonction de répartition de V'
est G.

Les calculs de limites faits plus haut prouvent que en tout point ol G est continue,
c’est-a-dire en tout réel z # 0, on a: lim Gy(z) = G(x).

n—-+oo
On peut donc conclure que la suite (Y;,)nen+ converge en loi vers V.

Remarque
L’égalité hIE G, (x) = G(z) est fausse en 0 car lirf G,(0)=0et G(0) =1.
n—-+0o0 n—-+0o0

Ce n’est pas grave car dans la définition de convergence en loi, on doit prendre le
réel x, 1a ou G est continue.

¢)Soit € > 0.

P([Ya|>€) = P((Y, < —e) U (Y, >¢))
= P(Y, < —¢)+ P(Y,, > ¢) par incompatibilité
= P(Y, < —€)+1—P(Y, <e)

=Gp(—€)+1—-Gple).
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—e < 0 donc Gy (—¢) = 0. Par ailleurs, € > 0 donc G,(e) =1 — e e /2,
On a donc Ve > 0, P(|Y,| >€) = e~ /2,

On déduit immédiatement : ngrfoo P(]Y,] > ¢€) =0.

Remarque

Cela signifie que la suite (Y, )nen+ converge en probabilité vers 0 (hors pro-
gramme).

5)a)e Soit x un réel.

D’apres le cours, (M, > z) = (X1 > z)N...N (X, > x).

Les variables aléatoires X1, ..., X,, étant mutuellement indépendantes, on déduit :
P(M, >z)=P(X; >z) x - x P(X,, > )

=P(X >z)x---x P(X >z) carles X; ont méme loi que X
=P(X >x)"
=1-P(X <az)"
= (1= Fx(2))
. 0 siz <0
e La question 2) donne : Fx(z) = { e 2 Gz>0

1 sixzx <0
DOHCl—Fx(Z‘)Z{ 67302/2 siz>0

) 1 siz <0
puis, P(M,, > x) = { e w0

0 six <0
Enfin, Fyy, (z) = P(M,, <x)=1—-P(M, >z) = { e m®2 >0
c’est-a-dire, Fiyy, () = Gp(x) =.
Les fonctions de répartition de M,, et Y,, sont identiques, ce qui signifie que M,
et Y,, ont méme loi.

b)Programme Python

def simulM(n):
X=np.array([simulX() for k in range(n)])
M=np.min(X)
return M
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Exercice 3 (edhec 2024)
1)Soit « un réel et soit f une fonction continue sur R.
x
Dans l'intégrale / tf(x — t)dt, posons u = x — t ou encore t = x — u.
0 N——

o(u)
et=0<=u=cxett=x<=u=0

o tf(x —1t) = (z —u)f(u)
o dt = ¢/ (u)du = —du.

La fonction ¢ est affine donc de classe C' sur R, ce qui valide le changement de
variable. On obtient :

[ st —ie= (@ can= [@-wse

D’ou le résultat demandé.

2)a)f étant solution du probleéme, elle vérifie (xx). Pour tout x réel, on a :

fa) =1+ [ @ = wftd
1+/0m(xf(u)uf(u))du
14 Ozf(u)du—Amuf(u)du (1)

I:x— / f(u)du est une primitive de f sur R car f est continue sur R.
0

I est donc de classe C! sur R et Vo € R, I'(z) = f(x).

Jiz— / uf(u)du est une primitive de z — xf(z) sur R car z — xf(x) est
0

continue sur R.
J est donc de classe C! sur R et Vo € R, J'(z) = zf(x).

En revenant & (1), on peut dire que f est de classe C! sur R par somme et produit
de fonctions de classe C*.

vz eR, f'(z —1></f Ydu + zf(x) — o f(z /f

b)D’apres la question précédente, f': x +— / f(u)du
0

Or, cette fonction définie par une intégrale est une primitive sur R de f.
Donc f’ est de classe C! sur R et Vz € R, f"(z) = f(x).

c)L’équation différentielle est y/ —y =0 (F).
Son équation caractéristique est r2 — 1 = 0, les racines sont 1 et —1.

D’apres le cours, les solutions de (E) sont : & — ae® + Be~% ol (a, B) € R2.

0
d)En remplagant = par 0 dans (%), on a : f(0) =1 +/ tf(—t)dt =
0

En remplacant = par 0 dans 2)a), on a : f/(0 / flu
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Par ailleurs, f étant solution de (F), il existe des réels a et g tels que
Ve eR, f(z)=ae®+ e * (1)

On obtient en dérivant :
Vz e R, f'(z) =ae” — e (2)

En remplacant z par 0 dans (1) et (2), on obtient le systéme :

Laddzlo = {atice = {52

1 1 et +e "
En reportant ces valeurs dans (1), ona: Ve € R, f(z) = iew—i— 3¢ = —
On vient donc d’établir que si f est solution de (x), alors ce ne peut étre que la
fonction x +— — ce qui répond a la question.

e’ 4+ e "
31l s’agit d’étudier la réciproque. Soit f : z — % Vérifions que f est bien

solution de (%) ou ce qui revient au méme de (xx).

Soit z un réel fixé.

Faisons une intégration par parties sur / (x—u)f(u)du = / (z fu)%du.
0 0

On pose :

g =r—u W=

g ==1  hu)="—F

g et h sont de classe C'! sur [0, z], ce qui valide 'TPP et donne :

/Oz(x — ) f(u)du = {(x _ u)e“—2(3“:|:i0 _ /0 —#du

meu_e—u
=0 —d
+/0 5 U

_ ev e u]”
== i

-£7° 4
- fla) -
DoncVz € R, f(z) =1+ | (z—u)f(u)du.

0
donc de (x).

—_

Ainsi, f est solution de (s

~—

x —T

Compte tenu de la question 2)d), on peut conclure que x +— % est la seule
solution de (x).

4)Cherchons sl existe des fonctions f continues sur R et vérifiant 'égalité :

Vz € R, f(x):/oztf(x—t)dt (% % )
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Par le méme changement de variable que dans la question 1), on montre que (%)
est équivalente a 1’égalité :

Vz € R, f(:v)/j(xu)f(u)du (3 * *5)

Supposons qu’on dispose d’une fonction f solution de (x  #x)
En reprenant la question 2)a), on obtient Vo € R, f'(z / flu

puis par la question 2)b) : Vz € R, f"(x) = f(z).
f est alors de la forme : f : t — ae® + Be~% ou (o, B) € R2.

(% % xx) donne : f(0) =0 et on a toujours f'(0) = 0.
. : X a+p=f(0)=0

O t te 1 t :
n résout ensuite le systéme { —B=F(0)=0

et on obtient « = 5 = 0. Donc f est nulle.
Réciproquement, la fonction nulle est clairement solution de (x * ).

On conclut que la seule solution vérifiant (x * ) est la fonction nulle.
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Probleme (edhec 2024)

1)a)Au début de lexpérience, 'urne A contient 1 blanches. Donc Xy est certaine
et égale a 1.

Onadoncag=P(Xg=0)=0,bp=P(Xo=1)=1et ¢g = P(Xp=2)=0.

b) X1(€) = [0,2].

L’événement (X7 = 0) est réalisé si et seulement si lors de la premiére épreuve, on

tire la blanche dans I'urne A et la noire dans 'urne B.
1

1 1
Par indépendance des tirages, on a : P(X; =0) = 3X5= 71

1
Par symétrie, on a également : P(X; = 2) = 1 (reprendre le raisonnement en
échangeant blanc et noir).
1
Onad =, bh=-etc =-.
n a donc aj 0 26 C1 1

¢)Apres chaque épreuve, I'urne A contient toujours deux boules :

— 0 blanches et 2 noires, auquel cas (X, = 0) est réalisé,

— 1 blanche et 1 noire, auquel cas (X,, = 1) est réalisé,

— 2 blanches et 0 noire, auquel cas (X, = 2) est réalisé.

Donc Q = (X, =1) U (X, =2) U (X,, = 3).

Et les événements (X,, = 1), (X,, = 2) et (X,, = 3) sont incompatibles 2 & 2.
Donc ((X, = 0), (X, = 1), (X, = 2)) est un systéme complet d’événements.
d)On déduit : P(X,, =0)+ P(X,=1)+ P(X, =2)=1.

Ainsi, a, + b, + ¢, = 1.

2)a)e Supposons (X, = 0) réalisé.

L’urne A ne contient que des noires et 'urne B que des blanches.

Lors de la n+ 1-éme épreuve, on va nécessairement tirer une noire dans I'urne A et
une blanche dans I'urne B, puis les échanger. L’urne A contiendra alors 1 blanche
et 1 noire. L’événement (X, +1 = 1) est alors stir d’étre réalisé.

On obtient :
Pix,=0)(Xny1=0) =
Pix,=0)(Xn41 =1) =
Pix,=0)(Xnt1 =2) =
e Supposons (X,, = 1) réalisé.
L’urne A contient alors 1 blanche et 1 noire, 'urne B aussi. On se retrouve dans
la configuration de la question 1)b).
On obtient :
P(anl)(Xn+1 = 0) = a1 = 1/4
Pix,=1)(Xnt1=1)=b1 =1/2
P(anl)(Xn-&-l = 2) =C = 1/4
e Supposons (X,, = 2) réalisé.
La situation est symétrique au premier cas en échangeant blanc et noir.
On obtient :
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P(ang) (Xn+1 - O) - 0
P(Xn=2) (Xn+1 = ]‘) =1
P(Xn:2) (Xn+1 - 2) - 0

Le graphe est conforme aux probabilités qu’on a trouvées.

0 1 0
b)La matrice de transition est : M = | 1/4 1/2 1/4
0 1 0

La somme des éléments de chaque ligne de M fait bien 1.

Remarque
M est stochastique.

¢)La formule des probas totales pour le sce (X, = 0), (X, = 1), (X,, = 2)) donne :
P(Xus1 = 0) = Pix, <oy (Xap1 = 0)P(Xy = 0) + Py, o) (Xap1 = 0/P(Xy = 1)+ P, =) (X1 = 0)P(X, = 2)

1
= 0P(X, = 0) + 7 P(X, = 1) + 0P(X,, = 2)
1
= P(Xa=1).
—1P(X, = 0) + %P(Xn — 1)+ 1P(X, = 2)
1
= P(X, = 0) + 5P(X, = 1) + P(X, = 2).

P(Xn+1 = 2) = P(Xn:O)(XWrFl = Q)P(Xn = 0) + P(anl)(Xn+1 = 2)P(Xn = ].) + P(ang) (Xn+1 = 2)P(Xn = 2)
1

=0P(X, =0)+ ZP(X" =1)+0P(X, =2)
1
= ZP(X" =1).
On obtient ainsi pour tout n € N* :
1
an41 = an

1
bn+1 =an+ by +cp

2
1
Cn+1 = ibn
. , . 1 1 1
3)On avait trouvé ag = 0, by = 1 et ¢g = 0, ainsi que a1 = T b = 2 et ¢ = 1
1
a1 = Zbo

. 1
On a bien : blzao+§b0—|—co

1
C1 — zbo
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4)a)X,, 11 est discréte finie et de support égal & X,,11(Q2) = {0,1,2}. Elle admet
une espérance donnée par :

E(Xps1) = 0% P(Xnp1 =0)+ 1% P(Xpi1 =1) +2 x P(Xpi1 =2)
=0Xapt1 +1Xbpy1+2 X cpqa
=bpy1 + 2¢p41.

b)On poursuit le calcul précédent en utilisant les égalités 2)c) :

Pour tout n € N, on a :

E(Xnt1) = bnt1 + 2¢p41

1 1
= (an+2bn+cn)+2x4bn

=a, +b, +c,

=1 dapres 1)d).
¢)L’égalité précédente appliquée pour n — n — 1 donne :
Vn € N*, E(X,) =1, c’est-a-dire b,, + 2¢,, = 1.
L’égalité reste vraie pour n = 0 puisque by = 1 et ¢y = 0.
Donc Vn € N, b, + 2¢, = 1.
5)a)Pour tout n € N, on a :
Upt1V = 2ap41 — bpy1 + 2¢p41

1 1 1

1
= —an + ibn — Cn
1
=-3 (2ay, — by, + 2¢y,)
1
= —ZU,V.
2
1
La suite (U,V)nen est donc géométrique de raison —3
1 n
b)On déduit pour tout n € N : U,V = <2) UpV, c’est-a-dire :

1 n
2a,, — by + 2¢, = (2ag — bo + 2¢0) (—2) .

Comme ag =0, by = 1 et cg = 0, on a finalement :

1 n
vn € N, 2a, — b, + 2¢,, = — (—2) .
6)Les questions précédentes meénent au systéme :
ay +b, +c,=1 Ly
bn + 20n =1 LQ
1 n
2a, — b, + 2¢, = — —3 Ls
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ayn +b,+c,=1 L,

b, +2¢c, =1 L,

1\ "

ap +b, +c, =1 L,

by, +2¢, =1 L,

bn§+;<;) L3(—2L1—L3

En substituant b,, dans Ly, on obtient :

2¢, = L (_1>” soit ¢, = 11 (—1>n.
3 3 2) 7 "6 6 2

Puis, en substituant b,, et ¢, dans L :

s () G130

an =P(X,=0),b,=P(X,=1) et ¢, = P(X,, =2). On a donc :

S| =
7 N\

-4 ()
wic- i)
R

7) li Ny P
1m ) = car B .

n—+oo
D li PX—O—1 li PX—l—Qtl' PX—2—1
e L P =0=5 Dp Pln=D=ze Ip Pa=2=5%

Par ailleurs, pour tout k € Z \ {1,2, 3}, El}rl P(X,=k)= lim 0=0.

n—-+o0o
Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = {1,2,3} et de loi donnée par :

}%¥:m:éJ%X:U:§aPM¥:m:1

On a alors Vk € Z, 11)1}_1 P(X, =k)=P(X =k).

Donc la suite (X, )nen converge en loi vers X.

0 1 0 1/4 1/2 1/4 1/8 3/4
M = [ 1/4 1/2 1/4 |, M2=| 1/8 3/4 1/8 |etM3=| 3/16 5/8
0 1 0 1/4 1/2 1/4 1/8 3/4

On vérifie aisément que 2M3 = M? + M.

b)Posons P(X) =2X3—X?—-X.Ona P(M) =2M?— M?— M = 0 grace i 8)a).

Donc P est un polynéme annulateur de M.

Les valeurs propres de M sont donc a chercher parmi les racines de P.
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Or, P)=0<=z(22> —2—1)=0<=2=00u22>—2—-1=0

1
Les racines de 222 — 2 — 1 sont 1 (évidente) et —3

1 1
Les racines de P sont donc —3 0 et 1. Donc sp(M) C {—2, 0, 1}.

1 x
oEl/Q(M):{U€%3,1(R)| (M—l—QI)U:O}.PosonsU: Yy
z
. 12 1 0 x 0
(M+21>U:0<:> 1/4 1 1/4 y |=1{o0
0 1 1/2 2 0
1
—z+y=0
1 2
—={ = Sz=
4J;+y1—|— 42’
Yyt+52=
1
—{ YT 73"
2=
x
x 1 1
Donc E_y,5(M) = Y |y:—§xetz:x = ——z |,zeR
: :
11 9
Ainsi, E_; /5(M) = Vect —3 = Vect -1
2
1

1
E_y,5(M) est non nul, ce qui confirme que ~3 est valeur propre de M.

E_1/5(M) est donc le sous-espace propre de M associé a —5

2
-1 est une famille génératrice de E_q /o(M).
2
Elle est libre car formée d"un seul vecteur non nul. C’est donc une base de £_; jo(M).
x
o Eo(M)={U € #31(R) | MU =0}. Posons U = | y
z
0 1 0 x 0
MU=0+<= | 1/4 1/2 1/4 y | =10
0 1 0 z 0
y=0
— LI T
"RV TR
y=0
= { y=0
T=—z
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Donc Eo(M) = y ly=0etz=—2z, = 0 ,z€R
z z
-1
Ainsi, Eo(M) = Vect 0
1

Ey(M) est non nul, ce qui confirme que 0 est valeur propre de M.
Ey(M) est donc le sous-espace propre de M associé a 0.

-1
0 est une famille génératrice de Eo(M).
1
Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Eq(M).
x
o Ex(M)={U € 4;5:1(R) | (M —1)U =0}. Posons U = | y
z
-1 1 0 x 0
(M-NHU=0<| 1/4 -1/2 1/4 y | =10
0 1 -1 z 0
—r+y=0
PRGBS VRS NS SR
17TV TR
y—2z=0
— { y==
z=ux
x x
Donc E1(M) = Y ly=zetz=u0) = z |,z€eR
z x
1
Ainsi, By (M) = Vect 1
1

E1(M) est non nul, ce qui confirme que 1 est valeur propre de M.
E1 (M) est donc le sous-espace propre de M associé a 1.

1
1 est une famille génératrice de Ey(M).
1
Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de E;(M).
2 -1 1
¢)Notons Vi = | =1 |, Vo= 0 et Va=1| 1
2 1 1

D’apres la question 8)b), Vi, V5 et V3 sont des vecteurs propres de M associés a
trois valeurs propres disctinctes. Donc la famille (Vi, Vs, V3) est libre.

C’est une famille libre de .#51(R) dont le cardinal est 3 et coincide avec la di-
mension de .#3 1(R). Donc (V4, Vs, V) est une base de 45 1(R)

P est la matrice de passage de la base canonique de .#5 1 (R) & la base (V1, Va2, Vs).
Donc P est inversible.
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0 1 0 2 -1 1 -1 0 1
AMP=| 1/4 1/2 1/4 -1 0 1 |=[1/2 01
0 1 0 2 1 1 -1 0 1
2 -1 1 ~1/2 0 0 -1 0 1
PD=| -1 0 1 0 00 |=[172 01
2 1 1 0 0 1 -1 0 1

On observe que MP = PD, ce qui donne : M = PDP~! et prouve que M est
diagonalisable.

Remarque
On pouvait retrouver ce résultat par le théoreme de réduction ou en mentionnant
que M € 5(R) posséde 3 valeurs propres distinctes.

e)Pour tout n € N, on a :

0 1 0
UM=(an by cn )| 1/4 1/2 1/4
0 1 0

1 1 1
= ( Zan Ay + ibn + ¢y, ibn )

= ( Ant1 bnt1  Cnta )
= Un+1-
f)Par récurrence.
Soit & (n) la proposition : < U,, = UgM™ >.
2(0) s'écrit : « Uy = UgM? =, ce qui est vraie puisque M° = I.
Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que £ (n + 1) est vraie.
Uns1 =U,M d’apres 8)e)
= (UgM™) M par HR
= UgM™ .
Donc Z(n + 1) est vraie.
On conclut que Vn € N, U, = UgM™
g)Des questions précédentes, on déduit pour tout n € N :
M™ = PD"P~! (récurrence classique)

(—=1/2)"
puis, U,, = UyPD"P~! avec D" = 0
0

0 0
0 0
0 1
etU():(ao bo Co):(o 1 0)

Il reste a faire le produit des quatre matrices pour obtenir U, c’est-a-dire la loi
de X,, et retrouver le résultat de la question 6).
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