Chapitre 1 : espaces vectoriels

I)Espace vectoriel

Déf : un espace vectoriel E est un ensemble d’objets, appelés vecteurs que 1’on
peut additionner entre eux avec 'opération < + >, que 'on peut multiplier par un
nombre réel avec 'opération < . > et satisfaisant les regles suivantes :

RI) VU € E,VU € E, U + U € E (stabilité pour < + >)

R2) VU € E,VA€ R AT € E (stabilité pour < . >)

RIVU € E,NUV e E, U+ U =0+ (symétrie)

RYVU e BNV e ELNU e B, (U + )+ W =U + (V+ W) (associativité)
R5)11 existe un vecteur nul, noté O_E> tel que VU € E, U + (E} = (i; +U =1
R6) VT € B, 30 € B, T +u = u + 7 = 0p

R VU e E\1 U =W

ROVU € E,VU € E,VAER AN (W 4+ V) =AU + AT (distributivité)

RO VU € E,VAeR, Vue R,(A+ ). W =AU +p.d  (distributivité)

R10) VU € E,YA€ R, Vu e RN () = (\n) . @

Remarques

)W € E,0.7 =0

2\ € R, \.0p = Op

VA ERVT € B, MU =0p <= A=0ou @ =0p

4)Dans la rogle R6, on a : v/ = (—1). 7 que 'on notera — .

Exemples

1)E = A, ,(R), espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes et en
particulier £ = ., 1(R).

2)E = R" = {(x1,...,2n),21 € R, ..., 2, € R} car on peut l'identifier & 1'espace
vectoriel E = . ,(R) des matrices & 1 ligne et n colonnes.

3)E = R[X] = {polynoémes} ou E = R,, [X] = {polynomes de degré < n}.

4)E = {fonctions de R dans R}.

Contre-exemples
1)E = {matrices inversibles de .#2(R)} n’est pas un espace vectoriel car la stabi-
lité fait défaut pour < + > .

1

En effet, u = ( ; Pl ) et v = ( _41 g ) appartiennent a F, alors que

u+v= ( g (2) ) n’appartient pas a F.

2)E = {fonctions positives de R dans R} n’est pas un espace vectoriel car la sta-
bilité fait défaut pour < . > .
En effet, si f € E, alors A\.f ¢ E pour A < 0.



IT)Combinaison linéaire

Déf : soit E un espace vectoriel et (uf, ..., u_n>) une famille de vecteurs de E.

On dit qu'un vecteur U de E est combinaison linéaire de 171>, e u_n> s’il existe des
réels Ay, ..., A, tels que U= \ug + .+ )\n.u_,z.

Exercice 1

E=R2 4l =(1,2), u=(2,-3) et & = (4,5).

Montrer que 7 est combinaison linéaire de 17{ et 17% .

—
ui,

Exercice 2

11 0 1 0 0 2 5
b= (1 1) s (0 )o=(0 )= (2 3)
Montrer que U est combinaison linéaire de A, B et C.

Exercice 3

Soit u = (Uy)n>0 la suite définie par la donnée de Uy et U; ainsi que par ’égalité
Vn € N, Upyo —5Up41 +6U, =0.

Montrer que u est combinaison linéaire de deux suites géométriques.

IIT)Sous-espace vectoriel

Déf : soit E un espace vectoriel.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :

e F' est une partie non-vide de F,

VU eF VU EF, U+ eF (stabilité de F pour < + > ),

eVAER, VU € AW € F (stabilité de F pour < . > ).

Ou, ce qui est équivalent :

e [ est une partie non-vide de F,

eVAER, VU € F,VU € FAW +.7 € F  (stabilité de F par CL).
Propriété 1

Tout sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel E est lui-méme un espace vectoriel
et contient Of.

Exercice 4
E=4#R), Ac MrR), F={M € E| AM = M}. Mq F est un sev de E.

IV)Sous-espace vectoriel engendré

Propriété 2

Soit E un espace vectoriel et (w1, ..., u,;) une famille de vecteurs de E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de u] s e w, est un sous-espace vectoriel de
E appelé sous-espace vectoriel engendré par i, ..., uy, et noté Vect(lTl), e u—z)

Déf : on a done Vect(u], ..., ) = {A\1.0] + ... + Aty (A1, o0, An) € R}

—
Ui,

Propriété 3
Soit E un espace vectoriel, n € N* et (
1)Quels que soient les réels non nuls ay, ..., a, : Vect(

QT{, . u—n>) une famille de vecteurs de E.

- — —
Ui, ..., Up) =Vect(a1u, ..., anly,).
2)Si I, est combinaison linéaire de Ui, ..., Un_1 : Vect(fLTl}, - ’LTn)) :Vect(ﬁ, ey Up—1)-

Exercice 5
On donne E =R3 et F = {(z,y,2) € R® | 2z — y + 32 = 0}.

Montrer qu'’il existe des vecteurs ui et u3 tels que F = Vect(

i, u3).



V)Famille génératrice

Déf : soit E un espace vectoriel et (@3, ..., 4, ) une famille de vecteurs de E.

On dit que (171), e u—n>) est une famille génératrice de E si tout vecteur u de F est
combinaison linéaire de uj s U

Théoréme 1

(4, ..., uy,) est une famille génératrice de E <= E = Vect (], ..., ).
Exercice 6 a b —a
On donne F = #3(R) et F = c 2 a ,(a,b,c) € R?

b b+c b—c

1)Montrer qu’il existe des matrices Uy, Uz et Us telles que F = Vect (Uy, Us, Us).
2)Que peut-on conclure pour F'? Que peut-on dire de la famille (Uy, Uy, Us) ?

VI)Famille libre

Déf : soit E un espace vectoriel et (17{ R u.n>) une famille de vecteurs de E.
On dit que (17{, . u_n>) est une famille libre si quels que soient les réels A1, ... , Ay,
on a 'implication :

ﬁ
ML+ o+ A, = 0 = A = ... =\, = 0.
On dit que (17{, ,u_n>) est une famille liée de E si elle n’est pas libre, donc s’il
existe des réels Ay, ... , A, non tous nuls tels que )\1.17{ + ...+ /\n.u_,z =0.

Déf : soit E un espace vectoriel, soient U et ¥ deux vecteurs de E.
On dit que U et ¥ sont colinéaires s'il existe A € R tel que @ = AU ou s'il existe
uGRtelque?:,uﬁ.

Propriété 4
1)() est libre si et seulement si 7 # f
2)(W, ) est libre si et seulement si @ et ¥ ne sont pas colinéaires.

Exercice 7

On considére les vecteurs : uf = (1,1,0), us = (0,1,1), u4 = (1,2,2), v; = (1,1,0),
W = (0,2,1) et 7 = (2,—4, -3).
1)Montrer que la famille (1?1, s, 173>) est libre.

2)Montrer que la famille (v 1,03,

dev_1> et v_2>
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$) est liée, puis que @ est combinaison linéaire

Théoréme 2
Une famille est liée si et seulement si il existe un vecteur de la famille qui s’exprime
comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Remarque
Toute famille contenant le vecteur nul est nécessairement liée.
VII)Base d’un espace vectoriel

Déf : soit E un espace vectoriel et (171> yeees 1Tn>) une famille de vecteurs de E.

On dit que (17{, ,u_,i) est une base de E si tout vecteur de E s’écrit de maniere
unique comme combinaison linéaire de 17{, e .

Ainsi, pour tout vecteur U de E, il existe un unique n-uplet (A, ..., A,) de réels
tel que U = )\1.17{ + ...+ )\n.u_n>

(A1, .-, Ap) sont appelées coordonnées de U dans la base (u_{, 7u_,i)



Déf : en reprenant les notations ci-dessus
A1

U= ' est appelée vecteur colonne de W dans la base (17{, . u_n>)
An

Propriété 5

Toute base de FE reste une base de F si on change I'ordre des vecteurs de la base ou
si 'on remplace 1'un des vecteurs de la base par un vecteur qui lui est colinéaire.
Théoréme 3

Soit E un espace vectoriel et (uf, ..., u_n>) une famille de vecteurs de E.

(171> s e u—g) est une base de F si et seulement elle est libre et génératrice pour E.

—
Ui,

Exercice 8
On considere les vecteurs : uf = (1,2, —3),
= = =

%
’ U =
Déterminer une base de F' = Vect (uf, u3, u3).

(_27075)’ 173> = (_47479)

VIII)Dimension

Déf : on dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il possede une base
formée d’un nombre fini de vecteurs.

Propriété 6

Tout espace vectoriel E de dimension finie admet une multitude de bases. Toutes
ces bases ont une caractéristique commune : elles ont le méme nombre de vecteurs.

Déf : soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit % une base de FE.
Le nombre de vecteurs de & est appelée dimension de E et notée dim E.

v On convient que dim {6)} =0.

Théoréme 4

1)dim R™ = n.

2)dim A, p(R) = np.

3)dim R, [X]=n+ 1.

Théoréme 5 (coincidence cardinal/dimension)
Soit F un espace vectoriel de dimension connue n.

Toute famille libre de n vecteurs de E est une base de E.

Théoréme 6 (plus rarement utilisé)

Soit E un espace vectoriel de dimension connue n.

1)Toute famille génératrice de n vecteurs de E est une base de E.
2)Le cardinal d’une famille libre de E est toujours < n.

3)Le cardinal d’une famille génératrice de F est toujours > n.

Exercice 9

w = (—1,0,1), b = (2,1,0), = (1,1,3). Mq (17{,175,@) est une base de R3.
Propriété 7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de F.
Alors, F est de dimension finie et dim F < dim E.

Propriété 8

Soit F un espace vectoriel de dimension finie, soient F' et G deux sev de F.

Si FFC GetsidimF =dim G, alors F =G.



IX)Base canonique

Les espaces vectoriels de dimension finie les plus courants possedent une base
particulierement simple, appelée base canonique.

Déf : pour tout entier i € [1,n], on note e = (0,...,0,1,0,...,0) le vecteur de R™
dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la iéme qui est égale a 1.

La famille (e_f, vy e_n>) est appelée base canonique de R".

Déf : pour tout entier ¢ € [1,n] et pour tout entier j € [1, p], on note e;; la matrice
de A, »,(R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé sur la ieme ligne
et la jieme colonne qui vaut 1.

La famille (e;;) est appelée base canonique de .#, ,(R).

Déf : pour tout entier i € [0,n], on note e; = X°.

La famille (eg, e1, ..., ep) est appelée base canonique de R, [X].

X)Matrice de passage
Déf : soit E un espace vectoriel de dimension n.
Soit B = (e—f, ...,e_i) une base de E.

Soit B’ = (€], ...,€l,), une famille de n vecteurs de E.

tytn

On appelle matrice de passage de B & ', la matrice de 4, (R), notée Py o dont

la j-ieme colonne est formée des coordonnées du vecteur ?j dans la base %.

Théoréme 7
soit E un espace vectoriel de dimension n.
Soit & = (e, ..., &,) une base de E.

Soit B’ = (€], ...,el,), une famille de n vecteurs de E.

Alors, A’ est une base de E<=> Py & est inversible .
Et on a alors : (P@ﬁ/)_l =Py .

Théoréme 8 (formule de changement de base pour les vecteurs colonnes)
Soit E un espace vectoriel. Soient % et %’ deux bases de E.

Soit 7 un vecteur de E de vecteurs colonnes U et U’ dans les bases Z et %'
On a alors la formule :

U=PU ou P=Pggp.
Exercice 10
Soit & = (ef, 3, €3) la base canonique de R3.
Soit ' = (Z, eh, e4) la famille de vecteurs de R3 définie par :
o = (1,0,1), eh = (2,1,—1) et e, = (1,-1,1).
1)Déterminer la matrice de passage P de # a #'.

D |w

2)Montrer que P est inversible et préciser son inverse. Que conclure pour %’ ?
3)Déterminer les coordonnées de @ = (1,2,3) dans %, puis dans %'

Réponses :

1 2 1 o 1 1
np=|o0o 1 -1 | 2p'=|1/3 0 -1/3
1 -1 1 1/3 -1 —1/3



Exercice 11

Soit # = (eg, €1, e2) la base canonique de Ra[X] ol eg = 1, 1 = X et ey = X2,
Soit B’ = (ey, €}, €5) la famille de polynomes de Ry[X] définie par :
eh=X?+2X,e) =2X?+ X +1leteh=3X?—-X+2.

1)Déterminer la matrice de passage P de Z & #'.

2)Montrer que P est inversible et calculer son inverse. Que conclure pour %’ ?

3)Déterminer les coordonnées de u = X2 — 3X + 4 dans %, puis dans %',

Réponses :
01 2 -5 -1 3
HP=|2 1 -1 |2)Pt= 7T 2 —4
1 2 3 -3 -1 2
3)(4,-3,1) et (—14,18,-7).

XI)Rang d’une famille de vecteurs

Déf : soient u_1>, s 1TT>L des vecteurs d’un espace vectoriel E.
On appelle rang de la famille (17{, - u_>n), notée rg (7,7{, e u_n>), I’entier défini par :

rg (Wq, ..., uy) = dimVect (i, ...,u,,).

Propriété 9
Si la famille (uf, ..., u,) est libre, son rang vaut n.

Si la famille (171> sy u—z) est liée, son rang est strictement inférieur a n.

Exercice 12

Soient uj = (1,2,1,0), w = (—1,1,1,1) et u§ = (1,0,1,3) et ug = (4,1,2,5).
Quel est le rang de la famille (17{, b, s, 1T4>) ?

XII)Rang d’une matrice

Déf : soit A € A, ,(R).
Soient (1, ..., C} les matrices colonnes de .4, 1 (R) relatives aux colonnes de A.
On appelle rang de la matrice A, notée rg(A), Uentier défini par :

rg(A) =rg(Ch,...,Cp).
Propriété 10
Soit A € M, ,(R). Alors, rg(A) =rg (*A).

Propriété 11
Soit A € #,(R). Alors, A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Propriété 12
Le rang d’une matrice est invariant par les opérations de Gauss.

Exercice 13
1 2 8

1 4
Déterminer lerang de A= | —1 1 1 , B=10 0 3
2 -3 -5 0 2 5

1
et C = 1
1
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