Correction DS3 CUBES

Exercice (eml 2021 - sans la partie C)
Partie A

1)¢ est continue sur | — 0o, 1| comme somme, produit et composée de fonc-

tions continues.

De plus, lim (1 —x)In(1 —x) = lim ¢Int = 0 par croissances comparées.
x—1- t—0t

lim x = 1. Par somme, lim ¢(z) =1= ¢(1).
z—1- 1~

Donc ¢ est continue a gauche en 1.
On conclut que ¢ est continue sur | — oo, 1].

2)a)p est de classe C! sur | — oo, 1] comme somme, produit et composée de
fonctions de classe C1.

Pour tout z < 1, on a :

Pa)=1+(-1)xIn(l—2z)+ (1 —z) x <1

— —In(1 — ).
) = -mi-a)
b)Y (z) >0<=In(l —z)<0<=1-2<1<=2>0.

Donc ¢ est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, 1].

Remarque
¢ étant continue en 1 et croissante sur [0, 1], elle est également croissante
sur [0, 1].

c)Pour tout z < 1, on a:
o) —p(l) 4+ (1—-z)ln(l-z)—-1 :x—l—(x—l)ln(l—m)

z—1 z—1 z—1
—1)(1 —1In(1 -
= (z—1)(1—In1 - z)) =1—In(l—2x).
z—1
— (1
lim In(1 —z) = —oo donc lim plz) = o(t) = +o0.
z—1- z—1~ r—1

Donc ¢ n’est pas dérivable (a gauche) en 1.

Remarque
%, admet donc une tangente verticale d’équation x = 1.

3)Quand x — —o0, on a une forme indéterminée du type (—oo) + (+00).
Posonst=1—xouxz=1-—t Quand x — —o0, t = 4o00.
Puis, i = i 1-— 1 = i 1 Int—1)).

uis, xirgww(x) t_grnoo( t+tlnt) t—g—noo( +t(Int — 1))

Or, lim t=+4occet lim (Int—1)=4o0.
t—+o0 t—+o00

(Int — 1) = +o0. D’out lim ¢(z) = +o0.

Par produit, lim ¢
t——4o00 r——00
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4)Courbe.

1
5)a)L’intégrale / tIntdt est impropre en 0.
0

1
Soit z €]0, 1]. Faisons une IPP sur / tIntdt en posant :

u(t)=t v(t)=Int ’
2
u(t) = % V() = 1

u et v sont de classe C! sur [z,1]. L’IPP est valide et donne :

1 42 1 142 1
tlntdt = | —Int| — — —dt
/z ! [2HL .21
2 1
t
:0—‘21113;—/3: Sdt

z? t2 !
=——Inx — [}

2 4.
z? | 1 22
=——hnx—(-——
2 4 4
2 1 1’2
=" nz—-+—
y "I
2
lim z?lnz = 0 par croissances comparées et lim — = 0.
z—0t z—0+ 4
! 1
Par somme, lim tintdt = ——.
z—0t J, 4

1
1
Donc / tIntdt converge et vaut vk
0
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1
b)L’intégrale / ¢(z)dx est impropre en 1.
0

A
Soit A € [0, 1[. On effectue un changement de variable dans / o(z)dx en
0
posant : t =1 — .
ot=1—-zrs<=z=1-1.
——

p(t)
e bornes :

r=0<=t=1

r=A=t=1-4

e fonction :

p(r)=1—t+tint.

e élément différentiel :

dr = ¢/(t)dt = —1dt.

1 est affine donc de classe C! sur [1 — A,1]. La formule de changement de
variable est licite et donne :

A 1-A
/ o(z)dr = / (1—t+tnt) x (=1)dt
0 1

1
:/1 (1 —t+tint)dt
1-A

1 1
:/ (1—t)dt+/ tintdt
1—-A 1—-A
2 1 1
= [t—} (l—t)dt—l—/ tintdt
2]1_4 1-A

:<1_;>__01_A)_(12AP>-+AﬂAﬂth

1 1— A)? 1
=—+A—()+/)tmwt
2 2 1-A
1 1—A)? ! 1 !
Or, lim —+u4—()-+/‘ tIn tdt —41/ tIn tdt
A—1— 2 2 1—A 2 0
111
2 4 4
A 1
D 1 dr = =.
onc lim ; o(z)dx 1

1
1
On conclut que / o(x)dx converge et vaut 1
0

Nicolas DAMIEN - correction DS3 - page 3/ 16



Partie B

6)a)Comme z € [0,1] et que t € [0,z], on a bien ¢t # 1.
La formule sur la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

donne alors :
>t =T
1—1¢

k=0
— 11—t g
) th= — = .
t Z 1—t 1-—t 1—1t
k=0
b)En intégrant l’égalité ci-dessus entre les bornes croissantes 0 et x, on a :
k t"
t° ) dt = dt.
[ (2[5
Puis, par linéarité :
T 9 z [n—1 ) T yn
—dt — t° ) dt = dt  (*).
fo () e o
k=0

Calculons maintenant les deux premieres intégrales.

/ mdt (l—t)]gz—ln(l—a:).

/Ox (1@20#6) dt = 1

D’ou,
1

n

x
/ thdt  par linéarité
0

1T
= O

I
M

thrl :|

1T
- O

IE

I
£“

+1

ol

3 |l

o

cal
k

en posant j = k + 1, puis en renommant j en k.

B
Il

1
En remplagant dans (%), on conclut :

n
ﬂj‘k

k

—In(1 —2)

1—t

T)e Soit n € N*.
Pourt € [0,z],ona:t <z, puis —t>—-zetl—t>1—2>0.
1 1

Par passage a 'inverse, on déduit : V¢ € [0,z], 0 < T—3 < N .
- —x
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n tTL

< .
11—t~ 1—x
En intégrant entre les bornes croissantes 0 et =, on a :

0</ dt</ dt
0 1-—t¢ 0 1—z
T 4n 1 T 1 2Sn—&-l €z n+1
avec/ dt = / thdt = [ ] :33—‘
0 1—x 11—z Jy l—z [n+1], m+1)(1-2x)
T gn xn+1
DoncOS/ dt < ().
0

1-t ~— (n+1)(1—=x)

Enfin, comme 0 < z < 1, on a: 2"t < 1.

En multipliant par t" > 0, on a V¢ € [0,z], 0 <

vt 1
< .
m+1)(1—-2) = (n+1)(1—2)

En multipliant par > 0, on déduit :

I S
(n+1)(1—-x)

En recollant avec (x), on déduit :

Togn 1
¥n e N*, 0 < dt < .
" —/D 1—t ~ (n+1)(1—x)

e Comme z € [0,1] est fixé, on a : lim (n+ 1)(1 — x) = 400, puis :

n——+00
1
lim ———— =0
n—1>r-il-loo (n+1)(1—x)
x n
D’apres la propriété des gendarmes, lim dt = 0.

n—+oo Jg —

8)L’égalité 6)b) peut se réécrire sous la forme :

n f]}'k T tn

S = _In(l-2)— .
ST = ) /Ol_tdt
k=1

xT t’I’L

On a vu que lim
4 n—+oo Jo 1 —1

n k
. x
dt = 0 donc ngrilw kgl = = In(1 — ).

“+oo
z" z"
Cela signifie que la série — converge et que — = —1In(1 — 2).
gnifie g 7; - ge et q ; - (1—2)

Remarque

xn 7 . ’ 7 .
On a : Vn € N*, — < 2. De plus, la série géométrique g z" converge
n
n>0

puisque son parametre z € [0, 1[.
n

Le critere de comparaison assure alors la convergence de la série g —,
n>1
mais ne permet pas de calculer sa somme!
1 (n+1)—n n+1 n 1 1

Dafn €N T T ant D) nmED ntD n n+l
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b)Pour tout n € N*, on a :

IEAINER < A SN O !
—k(k+1) ko k+1
l’k+1 wk:-i-l
ko k+1

X Z X
P k P k+1
n k n+1 j
X X
= _ _—
= ]7
n :L'k n+1 2 .%‘1
= _— —_
k=1 k 7=1 J 1
n k noj n+1
x T x
DI T Dol A
k=1 =/ nt
n l’k anrl
=(x—-1) - ;ta en renommant j en k.
pt n+

no_k
. x x . .
ngr}rqoo kgl - = kgl - = In(1 — z) d’apres la question 8).

lim 2" =0car 0 <z <1. Deplus, lim (n+1)=+oc.
n—+00 n—+00

n+1

Par quotient, lim
n—+oomn + 1

n k+1
On déduit : ngrfoo; h =—(x—1)In(l —z)+z = p(z).
CCTH_I “+o0o fEn+1

converge et que Z
n

Cela signifie que la série g
n
>1 =1

1) )~

n(n+1

10)La question précédente ne peut pas étre appliquée pour x = 1 car dans
tous les calculs, on a supposé que = < 1.

1
En revanche, d’apres la question 9)a), la série E Py peut se réécrire
>1

1 1
sous la forme Z ( — ) C’est une série télescopique.

e AN +1
) 1
Elle converge car lim — = 0.
n—-+oo n
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Sa somme vaut :

—+o0 —+o0
1 1 . 1 1
> <n - n+1> —nkﬁlookzl (k - k+1>

n=1

n—+oo \ 1 n-+1
1
= lim <1 — >
n—+00 n+1
=1
= p(1).
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Exercice 2 (edhec 2020)

1)o7, (R) est une partie non vide de .#,(R) car 0 € <,(R) du fait que
{0 =0=—0.
Pour toutes matrices U et V de o7,(R) et tout réel A, on a :
YU +V) = XU +' V par linéarité de la transposition
=MN=-U)+ (=V)car U € #,(R) et V € o,(R)
=—-(A\U+V).
Donc A\U +V € 4,(R).

On conclut que 7, (R) est un sous-espace vectoriel de .4, (R).

2)a)Soit M € o7,(R).

(M) = "[(CA)M + MA]
= "(((A)M) + (MA)
= 'M'(*A) + 'A'M car Y(BC) =" C'B
= '"MA+ "A'M car t(*A) = A
=(-M)A+ "A(~M) car M € o,(R)
=—-[MA+ 'AM)]
=—f(M).

Donc f(M) € #,(R).

2)b)Pour toutes matrices U et V de 7,(R) et tout réel A, on a :
fOU+V)= (PAWNU+V)+ AU +V)A

=MNlAU + (PA)V +\UA+VA

=A(AU +UA] + (PA)V +VA

= A (U) + f(V).

Donc f est linéaire. Par ailleurs, elle est < endo > grace a la question 2)a).
Ainsi, f est un endomorphisme de 7, (R).

3)a)Soit M = (

Q@ Qe
> 0 o

c
f ) une matrice de .Z3(R).
1

M € #3(R)
— ‘M =-M

d g —a —b —c
<= e h |=| —-d —e —f
i —g —h —i
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a = —a
d = —b
g = —c
b = —d
=< e = —e
h = —f
c = —g
;o= -h
T = —i
a = 0
e =0
1 = 0
<~
g = —c
d = —b
ho= -
On déduit :
0 b ¢
%(R): —b 0 f 7(6707 )GR?)
—c —f 0
0 1 0 0 01 0 0 O
={b| -1 0 0| +c| 000 ])+f[0 0 1 |,(bef)eR?
0 0 O -1 0 0 0 -1 0
= Vect (J, K, L).
Donc la famille # = (J, K, L) est une famille génératrice de 2% (R).
3)b)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
aJ +bK +cL =0
0 10 0 01 0 0 O 0 00
< a| -1 0 0 |+b 0 00 J4+cl O O 1 |J=(1000
0 00 -1 00 0 -1 0 0 00
0 a b 0 00
< | —a 0 ¢ |=10200
b —c O 0 0O

——a=b=c=

Donc la famille = (J, K, L) est libre.

2 est une famille libre et génératrice de </3(R), c’est donc une base de
3(R). Ainsi, dim(24(R)) = 3.
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B
E
g
=

Il
=
«
o +
N
b

0 0 0 10 0 10 0 0 1
=10 -1 0 -1 00 |+ -1 0O 0 -1 0
1 0 0 0 00 0 00 0 0 0
000 0 -1 0
=100 ||+10 0 -1
010 0 0 0
0 -1 0
=11 0 -1
0o 1 0
=—J—-L
f(K)=(AK+KA
0 0 O 0 01 0 01 0 0 1
=10 -1 0 0 0 0 |+ 0 00 0 -1 0
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 O
0 00 00 O
=({00O0]+]100O0 O
0 01 0 0 -1
=0.
f(L)=("A)L+ LA
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 1
=0 -1 0 0 0 1 ]+10 0 1 0 -1 0
1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 O
00 O 0 00
=00 -1 |+ 000
0 0 010
00 O
=00 -1
01 0
=—L.
4)b)Imf = Vect (f(J), f(K), f(L)) car (J, K, L) est une base de «%(R)
= Vect (—J — LO —L)
= Vect (—J — L,—L)
= Vect (J + L, L)

= Vect (J,L) car J = (J+L)— L

(J, L) est donc une famille génératrice de I'mf. C’est aussi une famille libre
car J et L ne sont pas proportionnelles. Donc (J, L) est une base de I'mf.
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4)c)On déduit que dim(Imf) = 2.

Le théoreme du rang donne alors :

dim(Kerf) = dim(a(R)) — dim(Imf) =3 -2 =1.

Or, f(K)=0donc K € Kerf.

(K) est une famille libre de Kerf car constituée d’un seul vecteur non nul.
Son cardinal vaut 1 et coincide avec la dimension de Kerf.

C’est donc une base de Kerf.

5)a)On a vu dans la question 4)a) que :

f(J)=-1J4+0K - 1L, f(K) =0J +0K +0L et f(L)=0J +0K — 1L.

-1 0 0
Donc F = #5(f) = 0 0 0
-1 0 -1

5)b) F est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux,
c’est-a-dire 0 et —1.

5)c)e rg(F) =rg(f) =dimImf = 2.

0 00
Par ailleurs, F 4+ I = 0 1 0
-1 0 0
0 0 0
Donc rg(F + I) = dimVect o |, 1],]10
-1 0 0
0 0
= dimVect 0 1 1
-1 0

=2 car la famille est libre

e Le cours donne pour tout A € R :
dimEy\(F) +rg(F—X) =3 (%)

On déduit :
dimEo(F)=3—-rg(F)=1et dimE_1(F)=3—rg(F+1)=1.
La somme des dimensions des sous-espaces propres de F' vaut 2.

Or, F € .#5(R). Donc F n’est pas diagonalisable, d’apres le théoreme de
réduction.

Remarque
On pouvait aussi calculer Ey(F) et E_1(F'), mais I’égalité (x) permet d’aller
plus vite.
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Exercice 3 (ecricome 2006)

. T . 2
1) lim LLE ) — lim g"t2e /2
r—+00 =2 r—+00

n+2
= lim <t1/2> e ? en posant t = 2?2 oux =t'/?

t——+o0

. nt2 1

= lim ¢ z e 2!
t——+o0

=0 par croissances comparées.

Done f,(z) = 0< 1).

+oo m2

+0o0
2) / —dx converge car c’est une intégrale de Riemann impropre en +o0o
1 X

dont le parametre vaut 2 > 1.
+oo
D’apres le critere de négligeabilité (pour des fonctions positives), fn(z)dx

1
converge.

1
De plus, / fn(x)dz converge car ce n’est pas une intégrale impropre du
0
fait que f,, est continue sur [0, 1].
+oo
D’apres la relation de Chasles, / fn(z)dz converge.
0

3)a)Soit A > 0.

A A
Faisons une IPP sur / fryo(x)dx = / 3:”+265Up(—x2/2)dw en posant :

0 0

u(r) = 2"t V' (z) = zexp(—2?/2)

u'(z) = (n+1)a"  v(z) = —exp(—2?/2)

u et v sont de classe C! sur [0, A]. L’IPP est valide et donne :
A

A

/ 2" exp(—2?/2)dr = [—:L‘"+1eacp(—x2/2)]§—/ —(n+1)z"exp(—2*/2)dx
0 0

c’est-a-dire :

A A
| furatords = —artezp(-22/2) = ) [ e (4
0 0

lim A"Hexp(—A2 / 2) = 0 en reprenant la technique de la question 1).

n—-4o00

En passant a la limite dans (*) quand A — +o0, on déduit alors :

+o0 +oo
/ frnyo(z)de = (n+ 1)/ fn(x)dz, soit Inio = (n+ 1)I,.
0 0

+oo +oo
b) Iy :/0 fo(z)dx :/0 emp(—xQ/Q)dx.
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Notons ¢ : z — exp(—2?/2) la densité de la loi 47(0,1).

1
ous
+o0
On a alors : Iy = V2rp(z)dr
0

= \/%/0%0 o(x)dx

1 [T
= V21 X 2/ o(z)dr car ¢ est paire
—0o0
+oo
= \/z X / o(z)dx
—00
T

=4/ 5 X 1 car ¢ est une densité

s

5"

+o00
c)lj = / xemp(—x2/2)dx
0

A
_ .2
= A1—1>I£oo ; vewp(—x”/2)dx
. A
= [Jim_[—exp(-=2*/2)];
= AE}IEOO [—e$p(—A2/2) +1]

=1.
7 (2n)!

d)Soit #(n) la proposition : < Ia, = \/Qan!

et Ign+1 =2"n! >

On a prouvé que Iy = \/Z et que I1 = 1. Donc Z(0) est vraie.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que #(n + 1) est vraie.
La question 3)a) avec n — 2n donne :
12n+2 = (2n + 1)1271
2n)!
=(2n+ 1)\/5( n) par HR

ALY

7 (2n+1)!
_\/g 2nn)
7 (2n+1)I(2n +2)
\/; 2nnl(2n + 2)

2 2)!
— \/Zm en écrivant 2n + 2 = 2(n + 1)

Puis, la question 3)a) avec n — 2n + 1 donne :
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Ippys = (2n+2) 1241
= (2n+2)2"n! par HR
=2(n+1)2"n!
= 2" (n 4+ 1)!
Donc & (n + 1) est vraie.
On conclut que &(n) est vraie pour tout n € N.
4)a)e f est nulle sur | — 0o, 0] et positive sur [0, +00[ puisqu’elle coincide
avec x +— zexp(—x2/2).
e f est continue sur |—o0, 0] comme fonction nulle, puis continue sur [0, +o00[
comme produit et composée de fonctions continues.
Ainsi, f est continue sur R, sauf peut-étre en 0.

0
o / f(z)dz converge et vaut 0 car f est nulle sur | — oo, 0].
—0o0

“+oo +oo
De plus, (x)dx = / fi(x)dx converge et vaut I, qu’on a calculée
0 0
et qui vaut 1.
+oo
D’apres la relation de Chasles, / f(z)dz converge.
—0oQ

+o00 0 +oo
De plus, f(z)dz = / f(z)dx +/ flz)de =0+1=1.
—00 —00 0

On conclut que f est une densité de probabilité.

+oo

b)i. X admet une espérance si et seulement si / |z f(x)|dx converge.
o0

Comme z +— zf(x) est nulle sur | — 0o, 0 et positive sur [0, +o0], cela se

+oo +o0o
ramene a la convergence de / zfi(x)dr = fo(x)dx.
0 0
Or, cette intégrale est Is qui converge. Donc X admet une espérance.
“+o0o
De plus, E(X) = / xf(z)dx
—0o0
0 +o00
:/ Odz +/ zfi(x)dx
—00 0
=0+ I
7T o
= \/; en utilisant 3)d) avec n = 1.
+0o0

ii. X2 admet une espérance si et seulement si /

|22 f (2)|dx converge.
oo

Comme x — 22 f(x) est nulle sur | — 0o, 0] et positive sur [0, +oc, cela se
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+oo “+oo
ramene a la convergence de / 22 f (z)dz = / fa(x)dz.
0 0

Or, cette intégrale est I3 qui converge. Donc X? admet une espérance.

“+o0o
De plus, E(X?) = / 22 f(x)dz d’apres le thm de transfert
_O 400
- / 0dz + / fs(z)dx
—o0 0
=0+ 1I3

=2 en utilisant 3)d) avec n = 1.

Comme X? admet une espérance, X admet une variance donnée par la
formule de Koénig :

V(X)=E(X?)-E(X)2=2— ( )2 =2 T

5)a)Ve € R, G(z) = P(Y <z) = P(X? < z).
Distinguons deux cas :

oz <0
Comme X2 ne prend que des valeurs positives, I'’événement (X? < x) est
impossible. Donc G(x) = 0.

exr >0

G(z)=P (\/ X2 < ﬁ) par croissance de la racine carrée
= P (|X] < V)
=P (—vz <X <Va)

car X est a densité

I
3
\
|
\
3

b)Le calcul de G obtenu ci-dessus pour z > 0 peut étre simplifié.

VT
En effet, Vx > 0, F (—/x) = / f(t)dt =0 car f est nulle sur | — oo, 0]

—0o0
donc sur |—o0, —/z].

Jz
De plus, Vx >0, F (\/5) :/ f(t)dt
0

Nz
:/ Odt+/ texp(—t>/2)dt
—00 0

=0+ [—e:cp(—t2/2)](\)/5
=1—exp(—x/2).
0 siz <0

Finalement, G(z) =
1—exp(—x/2) siz>0
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On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre
1/2.
Donc Y — &(1/2).

1 1
Le cours donne : E(Y) = m =2et V(Y) = W =4
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