Exercice 1 (edhec 2023)

1)Pour tous (i,j) € [[0,4]]2, le coefficient a;; de A correspond au nombre
d’arétes entre le sommet |7 | et le sommet .

01010
10100
A= 01 0 1 0
1 0101
0 0010

On prend bien garde de numéroter les lignes et les colonnes de A a partir
de I'indice zéro. On vérifie que A est symétrique.

2)a)Les chaines de longueur 3 reliant les sommets |2 | et | 3| sont :

[2H1H2H3) [2H1HoK3] [2H3HoH3) et [2}[3H4H3]

Il y enab.

b)La fonction f ci-dessous prend comme parametres une matrice M et un
. . k

entier k, et renvoie M.

La matrice B est donc égale a A3

n correspond au coefficient (2,3) de la matrice A* donc au nombre de chaines
de longueur 3 reliant les sommets et .

def £(M,k):
N=al.matrix_power (M,k)
return N

B=f(A,3)

n=B[2,3]

print(n)

3)a)Le degré du sommet |7 | est égal au nombre d’arétes reliées a ce sommet.
On peut compter ces arétes « a la main » ou constater que c’est la somme
des coefficients de la i-eme ligne de A.

Les degrés respectifs de @, , , et sont 2, 2, 2, 3 et 1.

2 0 0 00O
02 0 00
DoncD=| 0 0 2 0 O
000 30
0 00 01
2 00 00 01010 2 -1 0 -1
02 0 00 1 01 00 -1 2 -1
b)L=D-A=|{ 0 0 2 0O0|-{01O010O0]|=|] 0 -1 2 -1
0 00 30 1 01 01 -1 0 -1
0 00 01 00 010 O 0 0 -1
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¢)L est symétrique donc diagonalisable.
4)a)X € M5, (R) donc ‘X € 4, 5(R).
De plus, LX € .#;51(R).
Par produit, 'XLX € A4 1(R), c’est donc un réel.

2a —b-d

—a+2b—c
b)tX=(abcde)etLX: -b+2c—-d

—a—-c+3d-e
—-d+e

Par produit, on a :
'XLX
=a(2a—b-d)+b(—a+2b—c)+c(-b+2c—d)+d(—a—-c+3d—e)+e(—-d+e)
=24’ - ab—ad — ab + 26> — be — be + 26> — cd — ad — cd + 3d* — de — de + ¢
= 2a” + 2b° + 2¢° + 3d° + € — 2ab — 2ad ~ 2bc — 2¢d — 2de.
Par ailleurs, on a :
(a=b+(-c)+(c=d)?+(d=a)’ + (e - d)?
= (a®=2ab+b*) +(b*=2bc+c? )+ (2 =2cd+d°) +(d* —2ad+a*) + (e* —2de+d°)
= 24" +20° + 26" + 3d” + ¢” — 2ab — 2ad — 2bc — 2cd — 2de.
Donc 'XLX = (a=b)* + (b—=c)’ + (c = d)* + (d - a)* + (e - d)*.

c)® X est un vecteur propre de L associé a A donc LX = A\X, ce qui donne :

a Aa
b Ab
LX =M ¢ [=]| Xc
d Ad
e Ae

Puis, tx = ( a b c d e ), ce qui donne par produit :
'XLX = Md® + 0>+ &+ d° +€2).

e D’apres la question 4)b), "X LX est une somme de carrés donc ‘X LX = 0.
On a donc A(a® +b° + &+ d* +¢€°) 2 0.

Comme X est un vecteur propre, 'une au moins de ses composantes est
non nulle. Donc @ +b* + ¢* +d* + ¢° > 0, ce qui mene a A = 0.

Ainsi, les valeurs propres de L sont positives ou nulles.
0

d)Par produit, on trouve LU =

o O O O
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U est non nul et tel que LU = 0. Donc U est un vecteur propre de L associé
a la valeur propre 0.

Comume les valeurs propres de U sont positives ou nulles et que 0 est valeur
propre de U, c’est donc que 0 est la plus petite des valeurs propres de U.

Ainsi, Ay = 0.

5)a)Cela revient a chercher le sous-espace propre de L associé a 0.

2a —b-d =0
-a+2b—-c =0
LX =04 -b+2c-d =0
—a—c+3d—-e =0
—d+e =0
[ 2a -0 =e Ly
—a+2b—-c =0 LQ
= { -b+2 =e Ly
-a-—c =—-2¢ Ly
~d =e L5
[ 2a—0b =e Ly
—-a+2b—c =0 LQ
= 4{ -b+ 2 =e Lg
2b = 2e L4<—L2—L4
\d =e L5
[(a =e
c e
10 e
L d =e
e
e
< JeeR |X = e].
e
e
1
1
= JeeR |[X =¢ 1
1
1

< X € Vect (U).

b)La question précédente montre que Ey(L) = Vect (U).

(U) est donc une famille génératrice de FEo(L), elle est constituée d’un seul
vecteur non nul, elle est donc libre.

Donc (U) est une base de Eq(L) et dimEy(L) = 1.

Comme L est diagonalisable, la somme des dimensions des sous-espaces
)
propres est égale a 5, d’apres le théoréeme de réduction.
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Du fait que la dimension de Ey(L) vaut 1, il y a donc obligatoirement
d’autres valeurs propres que 0.

Etant positives ou nulles et non nulles, celles-ci sont donc strictement po-
sitives.

Remarque

Je ne comprends pas la formulation de la question.

En effet, rien n’empéche que L ait par exemple 4 valeurs propres distinctes
ordonnées ainsi : A\ = Ay = 0 < A3 < A4 < A5.
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Exercice 2 (edhec 2010)

2 2 4 4

2)a)L’inégalité demandée est vraie pour n = 0 puisque ug = 2.

PourneN*,ona:un:ﬂ(1+—):2>< (1+?),
k=0 k=1

1 1 1 5 15
1)u0=2’u1=2(1+_):Betu2=2(1+_)(1+_)=3XZ=_'

1
Or, Vke[l,n], 1+ —=1.

ok
= 1

Par produit, 1_[ (1 + 2_k) >1" =1. D’ou, u, = 2.
k=1

Ainsi, Vn € N, u, 2 2.
b)Pour tout n € N, on a :

n+l 1 7 1 1 1
ST TN R R
h=1 k=1
Up+1
Z—Z=l+2n+1 >1etu, >0donc u,y; = u,.

La suite (u,),s0 est croissante.
¢)On étudie sur ] — 1, +oo[ la fonction f :z — z —In(1 + z).

f est dérivable sur ] — 1, +oo[ comme différence et composée de fonctions

dérivables.
Vo> -1, fi(z) =1

1 x

I .
137" T3z Poncf (z) est du signe de x.

x -1 0 + 00
() - 0 +

A la lecture du tableau, on a : Vo > =1, f(z) = 0.

Donc Vz > -1, In(1 + z) < x.

Remarque

On pouvait aussi utiliser que x + In(1 + z) est concave donc au-dessous de

ses tangentes, au-dessous en particulier de sa tangente en 0 dont I’équation
est y =.

= 1
d)Par propriété du logarithme, on a : ¥Yn € N, In(u,) = Z In (1 + 2—k)
k=0
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1 1 1
L’inégalité 2)c) utilisée pour x — 7 donne : Yk € N, In (1 + 2—k) < o
En sommant ces inégalités pour k allant de 0 a n, on a :

- 1 — 1 = 1
Z ln(l + 27:) < Z e c’est-a-dire : In(u,) < v

En recollant les inégalités : Vn € N, In(u,,) < 2.

3)En appliquant l’exponentielle (croissante), on a : ¥n € N, u, < e,

La suite (u,),»o est croissante et majorée donc convergente, d’apres le
théoreme de la limite monotone.

De plus, (u,),s0 étant croissante, on a : Yn € N, u,, > ug, soit u,, > 2.
On adonc Vn e N, 2<u, < 62, puis par passage a la limite : 2 <[ < e’

4)a) liIJ]rn u, =1 >0 et la fonction logarithme est continue en .
n—+0o

Donc lim In(u,) = In(l).
n—+00

n 1 ' n 1
Comme In(u,) = ];) ln(l + %), on a donc ”1‘1’21°°k=0 ln(l + 2—k) = In(1).

1 - 1
Cela signifie que la série ,?" In (1 + Q_k) converge et que sa somme ; In (1 + 2_k)
20 =0

vaut In(l).

+00 1
Ainsi, In(l) = Z ln(l + Q_kf)

k=0
b)Pour tout n € N, on a :

m(uin) = (1) - In(w,)

1l I}
M Mg
=2
=
— +
+ l\%lH
?‘l ~——
~— |
M=
=2
—_—
—_
+
%
~—

1 1 1
c)L’inégalité 2)c) utilisée pour x — o donne : Vk € N, In (1 + 2—k) < o

En sommant ces inégalités pour k allant de n+ 1 a +00, on a :

+00 1 + 00 1 l +00 1
Z ln<1+2—k) < Z ?,c’est—a—dure:ln(m) < Z et

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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+00 1

1
Or, Z 2—k=ZW en posant j =k —-n—1
3=0
~ 1 +001
_2n+IZ§
7=0
1 1

1

On recolle les inégalités et on obtient : In (u_) < on-

n

l 1
Enfin, ln( ) > 0 puisque Vk € N,ln(l + Z_k) 2 0.

Uy,
Final v N, 0=l ! < !
inalement, Vn € N, 0 < In W | < g
d)En appliquant la fonction exponentielle membre & membre et par crois-
sance de cette derniere, on a pour tout n € N :
l 1

ls—z<e
un

. . 1
Par croissance de la fonction z = —— sur 10, +oof :

U .
—ls-——<— 7

On multiplie membre a membre par [ > 0 :
1
-l < -u, <-le "
Enfin, en ajoutant ! membre & membre et en factorisant le membre de

droite, on a :

Vn €N, Osl—unsl(l—e_%").

e)e On étudie sur R la fonction g: 2 > 1 —e™* — .

g est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables.

VzeR, ¢g'(z)=¢" 1.

T

J(2)20e= e 120 e 2l -220=z<0.
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Le tableau donne Yz € R, g(z) <0. Donc Vz € R, 1 —¢ " < z.

e En appliquant cette inégalité pour x —

-1 1 -1 l
1—-e 2" < 2—n,puisl(1—e 2") < o
On recolle avec I'inégalité 4)d) et on conclut :

o on obtient pour tout n € N :

l
0= l—-un < 55.
e)La série on converge car elle a méme nature que la série Z on» série

nz0 nz0

gbéométrique convergente de parametre % e]l-1,1[.

D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs, la série

Z (I = u,) converge.

n=0
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Exercice 3 (edhec 2022)

1) f, est dérivable sur [0,1] comme quotient de deux fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas (car n = 1).
Ix(z+n)—1xux n
Yz e[0,1], fi(z) = = > 0.
(0.1, fal@) (z +n)? (z +n)?
Donc f,, est strictement croissante sur [0,1].

1
fn(0)=0cet f,(1) = —T1 d’ou le tableau de variations :

2)La lecture du tableau de variations de f,, donne :

Vx €[0,1], 0= fu(x) < 1

En divisant membre a membre par n, on a :
T 1

< .
n(z+n) n{n+1)
Puis, en intégrant les inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1 :

1 T 1 1
0=< ——dx < —dux.
<J'0 n{x +n) x<J'0 n{n+1) v

L | 1 1
Etf . dr=—(1-0)= .
o n(n+1) n+1 n(n +1)

Yz e[0,1], 0 <

1
Donc Vn e N*, 0 <u, < ———.
n(n+1)
3)0 Vn e N* L 1y !
n remarque que Yn —— < — donc u, £ —.
q q 9 n(n+1) TL2 mn n2

La série Z % converge car c’est une série de Riemann de parametre 2 > 1.
nx1

D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs,

la série Z U, converge.

nz1
4)a)(S,, )nen= est la suite des sommes partielles de la série de terme général
uy,. On Ia vu, cette série converge donc par définition de la convergence,
cela signifie que la suite (S, ),en* converge.

1 1 +1 1
b)VREN*,ﬁ— i i

n+1 =n(n+1)_n(n+1) _n(n+1)'
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1 1
On a alors d’aprés la question 2) : Yk € N*, 0 < uy, < T EE L
En sommant ces inégalités pour k allant de 1 a n, on a :
OSZukSZ (E_k"Fl)
k=1 k=1
Ce qui donne en télescopant les termes de la somme de droite :
1
0<S5,<1- 1

Par passage a la limite, on conclut :
0=<s~vy=1.

¢)La suite (uy,)pen* est positive donc (S, ),en* est croissante.
5)a)On peut procéder par identification en mettent le membre de droite au
méme dénominateur ou utiliser 'astuce suivante :

x (x+k)-k z+k k 1 1

Vel T T R m) e R MR E oAk

On déduit pour tout k € N* :

—Jl 11 dr = 1>< — In( +k)1—1—1(k+1)+1 k
uk_0k$+k v =|zxz-In(z o_kn nk.
b)Soit n € N™.

On somme les inégalités précédentes pour k allant de 1 a n :

k=1
= (1

=y (E—ln(k+1)+lnk)
k=1
n 1 n

= ZE+Z (Ink - In(k + 1))
k=1 k=1

n
1
= Z T+ (In1-1n(n+1)) par télescopage

= Z%—ln(n+1).

6)a)Pour tout n € N* on a :

L] +1 1

T, = kz z-lnn=S,+In(n+1)-Inn = Sn+ln(nn ) = Sn+1ﬂ<1 + ﬁ)-
=1

li 1+ L =1
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1
Par continuité de In en 1, on a donc : lim ln(l + —) =1In(1) = 0.
n—+00 n
De plus, lim 5, =
n—+00
Par somme, lim 7, =~
n—+00

b)e Pour tout n € N*, on a :

In(n+1)—1Inn = [ln$]n+1 = J'
1
T

HI =

Or, Vz € [n,n+ 1], <

1
[ S j—
n+1 n’
En intégrant entre les bornes croissantes n et n+ 1, on a :

n+1 n+1 n+1
1 1 1
dr < ,[ —dx < ,[ —dx.

[(n+1)—n]sln(n+1)—lnns%[(n+1)—n]
1 1

n+1

On conclut que ¥Yn € N¥,

Remarque
On pouvait aussi appliquer I'inégalité des accroissements finis a la fonction
g:x e Inzsur [a,b] aveca=net b=n+1.

e Pour tout n € N"< na:
n+11 n 1
Tn+1—Tn:( E—ln(n+1))—(zg—lnn>
k=1 k=1

(i i%)+lnn—ln(n+1)
; k=1

+Inn—In(n+1).

n+1

Or, on a prouvé au-dessus que - <Iln(n+1)-1Inn.

+1
Donc T,,4+1 — T}, <0, ce qui établit que (T},),en* est décroissante.

¢)(S, )nen+ est croissante et de limite v donc ¥n € N*, S, < .

(T}, )nen+ est décroissante et de limite v donc Yn € N*, T, = ~.

En recollant les inégalités, on conclut que Yn € N*, S, <~ < T),.
T)a)D’apres ’encadrement précédent, lorsque T, — S,, < 10_3, alors S,, est
une valeur approchée par défaut de v a 107° pres.

b)Vn € N*, T, = S,, = In(n + 1) — In(n).
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Programme :

n=1

s=1-np.log(2)

while np.log(n+1)-np.log(n)>10%*-3:
n=n+1
s=s+1/n-np.log(n+1)+np.log(n)

print(s)

Python affiche v = 0,576.
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Probléme (edhec 2021)
Partie I :

1)a)e Cherchons la loi de Xj.

L’expérience aléatoire est constituée d’un certain nombre d’épreuves suc-
cessives, identiques et indépendantes.

Pour chaque épreuve, la probabilité de succes (faire pile) vaut p.

X1 est le rang d’obtention du premier succes.

Donc X; = 4(p). De méme, Y7 = ¥4(p).

Ainsi, X1(Q) = ¥;(Q) = N* et Yk € N*, P(X, = k) = P(Y1 = k) = ¢"'p.
e La manche dure éternellement si et seulement si A ne fait jamais pile
ou B ne fait jamais pile.

Notons Ay =« A ne fait jamais pile » et By =« B ne fait jamais pile ».

On a alors : P(manche eternelle) = P(Ay U By).

Or, P(Ap) = 1 — P(A fait pile)

- r{{J-)

k=1

=1-) P(X=k)
k=1

+00 .

-1

=1—Zq p
k=1

+00 &
-1
=1 —qu
k=1

+00 )
=1—qu] en posant j =k —1
§=0
1
=1—p><1Tq

=0 carl—-q=p
De méme, P(By) = 0.
Enfin, la formule du crible donne :
0 < P(Ag U By) = P(Ag) + P(By) — P(Agn By) < P(Ap) + P(By) = 0.
D’ou P(Ay U By) = 0.
Ainsi, la probabilité que la manche dure éternellement est nulle.
Remarque

On vient de prouver que la réunion de deux événements quasi-impossibles
est un événement quasi-impossible.
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b)E; est réalisé si et seulement si X; et Y] prennent la méme valeur.
Donc E1 = (Xl = Yl)

¢)La formule des probabilités totales pour le sce (Y7 = i);en* s'écrit :
P(E;) = P(X; =Y1)

=Y P((X,=Y1)n(Y; =1))
=1

=Y P((X1=1d)n(¥;=1))

=1

+00
= Z P(X; =1)P(Y, =1i) par indépendance des joueurs
i=1

+00
i—1 -1
=) 4 pq p
i=1
+00
2 2i—2
=p’y ¢*
i=1
+00 ie1
2 2\~
=) (7)
i=1
+00 &
2 2
=r) (7)
k=0
P
2
=1y @rl-a=0-90+q)=pe

d)Les lancers de piece des joueurs A et B sont réalisés dans les mémes
conditions (pieces identiques).

Intuitivement, ils ont donc la méme probabilité de gagner la premiere
manche.

AiHSi, P(Gl) = P(Hl)

La famille d’événements (Fq,G1, H1) est un systéme complet car ils sont
deux a deux incompatibles et leur réunion fait ).

Donc P(FE;) + P(G1) + P(Hy) = 1.

Comme P(H;) = P(G;), on déduit :

P(G1)=%(1—P(E1))=1(1_1Liq)=1X1+q—p_ q

2 1+q 1+4gq°

2

2)a)G,, est réalisé si et seulement si A gagne la n-ieme manche, ce qui se
produit si et seulement si il y a égalité lors des n — 1 premieres manches et
si a la n-iéme manche, A fait pile avant B.

Ainsi, G, = By n...N E,_1 n (X, <Y,).
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b)Soit k£ = 2 un entier. Supposons que l'événement E1N...N Ej_y est réalisé.
La probabilité pour que E}, se réalise est égale & P(E;), puisque la k-ieme
manche se fait dans les mémes conditions que la premiere.

Ainsi, Pg,n. .ng,_(Ex) = 1 T4 . On déduit :

P(G,)=P(E1n..NnE,.1n(X,<Y,))

= ( PEln...nEk_l(Ek)> Pg.n.np, (X, <Y,) probabilités composées

kll qj1+¢q

_p
+
( q) 1+q

Remarque

q
Ppn..ag, (Xn <Y,) = T+g
conditions que la premiere.

>—‘

—

3?>~
Hl—'

+’U

car la n-ieme manche se fait dans les mémes

c)Pour n =1, 0on a: P(Gy) = T _(i]_ 7 et on retrouve 1)d).
+00
d)G est réalisé si et seulement si 'un des G,, est réalisé. Donc G = U G,,.
n=1
On déduit :
+00
P(C) - p( Gn)
n=1

-+
8

Mg 11

3
1l
—_

1
—_
+ |
Q
M3
/™S o/ L)
—_
+ |3
(=)
~——
3
.

q +00 p V
=1+q,z 1+q)
7=0
1+q¢ 1 1f_q
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e)En faisant exactement la méme démarche, on a P(H) = 1/2.

La famille d’événements (F, G, H) est un systéme complet.
On a donc P(E) + P(G) + P(H) =1, c’est-a-dire :

1 1
P(E):l—P(G)—P(H):1—§—§:0.
Partie 11 :

3)a)La formule des probabilités totales pour le sce (X = i);en+ donne :

P(Y;=X;+1) =) P((X;=i)n(¥; = X; +1))
=1

+00
= ZP((Xlzz’)n(Yl=z'+1))
i=1
oo
= Z P(X; =i)P(Y; =i+ 1) par indépendance des joueurs
i=1
oo
i-1 i
=Y ¢ pd'p
i=1
2 % 2i-2
=p'qy ¢
i=1
9 + 00 5 i1
ON
i=1
9 +00 9 L
ONC
k=0

2
_pqxl_ 2
2 1
=p4q
(1-¢)(1+q)
g
_1+q‘

b)U:P(Yl:X1+1)+P(X1:Y1+1)
=2P(Y; = X; +1) par symétrie

_ 2pq
1+q°

Ya)K,=Eyn..0nE,_1n((Y,=X,+1)U(X, =Y, +1)).

b)Pour tout n € N*, on a :
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P(K,)=P(E1n..nE,.1n((Yoa=X,+1)U(X,=Y,+1)))

k=1
-1

=(T—[ p )2pq
k=11+q 1+gq

n—1
(P 2pq
“\1+g¢ 1+q

5)K est réalisé si et seulement si 'un des K, est réalisé. Donc K =

On déduit :
+00
P(K) = P( Kn>
n=1
+00
=) P(K,)
n=1

]
gk

|
= o
+ |3
QQ
M
TN T (=)
—_
+ |3
(=)
~
3
A

+00 J
B 2pqz D
1+4+q¢4 1+q
7=0
_ 2pq 1
1+¢ 1_111(]
2pq 1+¢q

[
IS

n—1
= (l_[ PElﬂ..AnEk_l(Ek‘)) PEln...ﬂEn_l((Yn = Xn + 1) U (XTL = Yn + 1))

+00

| K

n=1
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Partie III :

6)Programme :

import numpy.random as rd
p=float (input ("Entrez une valeur pour p:"))
c=1
X=rd.geometric(p)
Y=rd.geometric(p)
while X==Y:
X=rd.geometric(p)
Y=rd.geometric(p)
c=c+1
if X<Y:
print("A gagne")
else:
print ("B gagne")
print(c)

7)Programme :

if X-Y==1 or Y-X==1:

print("A gagne le deuxiéme jeu")
else:

print ("B gagne le deuxiéme jeu")
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